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Re´sume´
Re´sume´. Les ge´rants de portefeuille pour compte de tiers sont souvent juge´s
par leur performance relative a` celle d’un portefeuille benchmark. A ce titre, ils
sont amene´s tre`s fre´quemment a` utiliser des mode`les internes de ”risk manage-
ment” pour controˆler le risque de sous-performer le benchmark. Par ailleurs, ils
sont de plus en plus nombreux a` adopter une politique de re´mune´ration incitative,
en percevant une commission de sur-performance par rapport au benchmark. En
eﬀet, cette composante variable de leur re´mune´ration leur permet d’augmenter leur
revenu en cas de sur-performance sans contrepartie en cas de sous-performance. Or
de telles pratiques ont fait re´cemment l’objet de nombreuses pole´miques : la pe´riode
re´cente de crise ﬁnancie`re mondiale a fait apparaˆıtre certaines carences de plusieurs
acteurs ﬁnanciers en terme de controˆle de risque ainsi que des niveaux de prise
de risque et de re´mune´ration juge´s excessifs. Cependant, l’e´tude des implications
de ces pratiques reste un the`me encore relativement peu explore´ dans le cadre de
la the´orie classique des choix dynamiques de portefeuille en temps continu. Cette
the`se analyse, dans ce cadre the´orique, les implications de ces pratiques de ”bench-
marking” sur le comportement d’investissement de l’asset manager. La premie`re
partie e´tudie les proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale pour l’asset manager
concerne´ par l’e´cart entre la rentabilite´ de son portefeuille et celle d’un benchmark
ﬁxe ou stochastique (sur ou sous-performance). Nous conside´rons plusieurs types
d’asset managers, caracte´rise´s par diﬀe´rentes fonctions d’utilite´ et qui sont soumis a`
diﬀe´rentes contraintes de risque de sous-performance. Nous montrons en particulier
quel est le lien entre les proble`mes d’investissement avec prise en compte de l’aver-
sion a` la sous-performance et avec contrainte explicite de ”risk management”. Dans
la seconde partie, on s’inte´resse a` l’asset manager be´ne´ﬁciant d’une re´mune´ration
incitative (frais de gestion variables, bonus de sur-performance ou commission sur
encours additionnelle). On e´tudie, selon la forme de ses incitations ﬁnancie`res et
son degre´ d’aversion a` la sous-performance, comment sa strate´gie d’investissement
s’e´carte de celle de l’investisseur (ou celle de l’asset manager sans re´mune´ration
incitative). Nous montrons que le changement de comportement de l’asset manager
peut se traduire soit par une re´duction du risque pris par rapport a` la strate´gie sans
incitation ﬁnancie`re soit au contraire par une augmentation de celui-ci. Finalement,
nous montrons en quoi la pre´sence de contraintes de risque de sous-performance,
impose´es au ge´rant ou traduisant son aversion a` la sous-performance, peut eˆtre
be´ne´ﬁque a` l’investisseur donnant mandat de gestion ﬁnancie`re.
Mots cle´s : choix dynamique de portefeuille, aversion a` la perte, assurance
de portefeuille, Value at Risk, espe´rance de perte, proble`me Moyenne-Variance,
benchmarking, mode`le de taux d’inte´reˆt stochastique, incitation ﬁnancie`re.
Abstract
Abstract. It is common practice to judge third-party asset managers by look-
ing at their ﬁnancial performance relative to a benchmark portfolio. For this rea-
son, they often choose to rely on internal risk-management models to control the
downside risk of their portfolio relative to the benchmark. Moreover, an increasing
number are adopting an incentive-based scheme, by charging an over-performance
commission relative to the benchmark. Indeed, including this variable component
in their global remuneration allows them to increase their revenue in case of over-
performance without any penalty in the event of underperforming the benchmark.
However, such practices have recently been at the heart of several polemics: the
recent global ﬁnancial crisis has uncovered some shortcomings in terms of inter-
nal risk control as well as excessive risk-taking and compensation levels of several
ﬁnancial players. Nevertheless, it appears that analysing the impact of these prac-
tices remains a relatively new issue in continuous time-dynamic asset allocation
theory. This thesis analyses in this theoretical framework the implications of these
”benchmarking” practices on the asset manager’s investment behaviour. The ﬁrst
part examines the properties of the optimal dynamic strategy for the asset man-
ager who is concerned by the diﬀerence of return between their portfolio and a
ﬁx or stochastic benchmark (over- or under-performance). Several asset manager
types are considered, deﬁned by diﬀerent utility functions and diﬀerent downside-
risk constraints. In particular, the link between investment problems with aversion
to under-performance and risk management constraints is shown. In the second
part, the case of the asset manager who beneﬁts from an incentive compensation
scheme (variable asset management fees, over-performance bonuses or additional
commission on asset under management), is investigated. We study how, depend-
ing on the choice of ﬁnancial inventive structure and loss aversion level, the asset
manager’s strategy diﬀers from that of the investor (or the strategy of the asset
manager receiving no incentive remuneration). This study shows that the change
in investment behavior of the asset manager can lead to both a reduction in the risk
taken relative to the strategy without ﬁnancial incentives or conversely an increase
thereof. Finally we show that the existence of downside risk constraints, imposed
on the asset manager or corresponding to their aversion for under-performance, can
be beneﬁcial to the investor mandating ﬁnancial management.
Keywords : dynamic portfolio choice, loss aversion, portfolio insurance,
Value-at-Risk, expected loss, Mean-Variance problem, benchmarking, stochastic
interest rate model, ﬁnancial incentive.
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Introduction
L’industrie de la gestion ﬁnancie`re peut eˆtre de´ﬁnie comme l’ensemble des ac-
tivite´s ayant pour but d’eﬀectuer des investissements ﬁnanciers tout en respectant
certaines contraintes qui peuvent eˆtre re´glementaires, contractuelles, ou encore bi-
lancielles.
Cette industrie se divise traditionnellement en deux groupes d’activite´ (eux meˆmes
assez he´te´roge`nes) :
– La gestion pour compte propre : dans ce cas, l’investisseur (une banque, une
assurance, un fonds de pension, un tre´sorier d’entreprise) eﬀectue des place-
ments ﬁnanciers dans le but de re´aliser des proﬁts en investissant ses propres
fonds ; il peut dans ce cadre de´cider de conﬁer tout ou partie des sommes a`
investir a` un ge´rant pour compte de tiers, par exemple dans le cadre d’un
mandat de gestion.
– La gestion pour compte de tiers : dans ce cas, l’investisseur est un gestion-
naire mandate´ par des tiers (mandat de gestion, fonds commun de placement)
aﬁn de re´aliser, contre re´mune´ration, des placements ﬁnanciers pour leur
compte ; c’est le cas en particulier de toutes les socie´te´s de gestion de porte-
feuille (de´signe´es commune´ment sous la de´signation anglo-saxonne de socie´te´s
d’”asset management”) mais aussi des fonds spe´culatifs (”hedge funds”) qui
ge`rent souvent a` la fois leur fonds propres et ceux conﬁe´s par leurs clients.
Dans le cadre de la gestion pour compte de tiers, l’investissement se fait souvent
par re´fe´rence a` un portefeuille ”benchmark”, le gestionnaire tentant de re´pliquer
ou de sur-performer le benchmark. Celui-ci sert de point de repe`re pour analyser la
performance du gestionnaire et de´ﬁnir son univers d’investissement de re´fe´rence. Il
repre´sente un panier de titres signiﬁcatifs d’un segment de placement donne´.
Les deux types de fonds communs de placements les plus courants sont les suivants :
– Les fonds de gestion indicielle ou` l’objectif est de re´aliser une performance
la plus proche possible de celle du benchmark choisi ; cet objectif ne´cessite
la mise en ouvre d’un processus de re´plication rigoureux qui doit inte´grer
dans ses objectifs la minimisation des couˆts de transactions ; c’est le cas de
la gestion des ”Exchanged Traded Funds” qui, comme leur nom l’indique,
permettent d’eˆtre e´change´s en permanence sur les marche´s organise´s et sont
pour la plupart des produits indiciels.
– Les fonds a` gestion benchmarke´e ou` l’objectif est de re´aliser une perfor-
mance supe´rieure a` celle du benchmark choisi. L’objectif de sur-performance
est souvent assorti d’un niveau de ”tracking error” 1 maximal, ce qui permet
de controˆler le risque pris par rapport au benchmark. Ce type de gestion
autorise le ge´rant a` plus de marge de manœuvre que dans que la gestion
indicielle : il a pour principaux avantages de pouvoir tenter de tirer parti
des e´volutions des marche´s et de pouvoir be´ne´ﬁcier d’une plus grande diver-
siﬁcation d’actifs ; en contrepartie, il comporte un risque plus important de
sous-performance par rapport au benchmark.
1. De´ﬁnie comme l’e´cart-type de la rentabilite´ de l’e´cart entre le portefeuille et le benchmark
sur une pe´riode donne´e.
3De meˆme, dans le cadre de la gestion pour compte propre, la re´fe´rence a` un por-
tefeuille benchmark reveˆt un caracte`re fondamental ; si l’investissement se fait par
re´fe´rence a` un portefeuille ”benchmark”, il s’agit ici souvent d’un portefeuille de
re´plication imparfaite du passif d’une institution ﬁnancie`re (une assurance ou un
fonds de pension,...), permettant a` cet investisseur institutionnel de pouvoir faire
face a` ses engagements (paiement de primes, pension,...), celui-ci cherchant a` maxi-
miser l’e´cart de richesse entre son portefeuille d’actifs et la valeur de son passif, on
parle de gestion actif-passif.
En conse´quence, il semble que le the`me de la gestion avec contrainte de bench-
mark soit un e´le´ment central de la gestion d’actif qui recouvre un large champs
d’applications pratiques allant de la gestion ﬁnancie`re de Fonds Commun de Pla-
cement a` la gestion Actif-Passif (”Asset Liability Management”).
Laissant de cote´ la question du choix du benchmark de´ja` abondamment discute´e
dans la litte´rature, nous nous inte´ressons a` deux autres pratiques courantes dans
l’industrie de l’asset management et lie´es a` celle du benchmarking que sont la prise
en compte de contraintes de risque de sous-performance et l’existence d’un mode
de re´mune´ration variable lie´e a` la sur-performance du ge´rant.
Bien que ces deux pratiques fassent actuellement l’objet de nombreuses pole´miques
(la pe´riode de crise ﬁnancie`re mondiale re´cente ayant mis a` jour certaines carences
en termes de prises de risques et de re´mune´rations parfois juge´es excessives de
certains acteurs ﬁnanciers) et d’une attention toute particulie`re des autorite´s de
tutelle des marche´s ﬁnanciers (par exemple l’AMF en France), il nous apparaˆıt que
les mode`les d’allocation d’actifs de la the´orie ﬁnancie`re classique ne re´pondent pas
ou de manie`re incomple`te a` ces interrogations des praticiens de la gestion de por-
tefeuille.
Cela pouvant s’expliquer par le fait que les mode`les classiques d’allocation d’ac-
tifs (mode`le de [Markowitz, 1952], de [Merton, 1971] et de [Merton, 1973]),
n’aboutissent a` des formulations simples que dans le cas d’hypothe`ses simpliﬁca-
trices ou restrictives fortes :
– optimisation statique ignorant la nature dynamique des marche´s ﬁnanciers,
non adapte´e pour un horizon moyen-long terme ou optimisation dynamique
non re´soluble analytiquement.
– hypothe`se sous-jacente d’une dynamique des actifs trop simpliﬁcatrice ne cor-
respondant pas a` la nature physique des actifs sous-jacents e´tudie´s comme
par exemple l’existence d’un taux court constant (remis en cause en pratique
par l’existence d’une structure factorielle des taux d’inte´reˆt).
– utilisation d’un crite`re de maximisation de l’espe´rance d’utilite´ trop ge´ne´ral
et sans prise en compte de contraintes supple´mentaires correspondant a` des
pre´fe´rences d’investisseur asyme´trique : assurance de portefeuille, controˆle de
la VaR du portefeuille, gestion ”benchmarke´e”, prise en compte de re´mune´rations
variables.
D’autre part, certains auteurs ( voir par exemple [Canner et al., 1997]
et [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]) ont montre´ que les re´sultats the´oriques
de ces mode`les aboutissaient a` des re`gles d’investissement entrant en contradiction
4avec les re`gles d’allocation d’actif dites de ”bons sens” 2) car ils ne prennent pas
en compte un certain nombre de ces spe´ciﬁcite´s empiriques (aspect dynamique des
marche´s ﬁnanciers, taux stochastique).
Dans le prolongement de ces e´tudes, nous nous inte´resserons a` l’eﬀet de la prise en
compte supple´mentaire de contraintes de risque asyme´triques et/ou de re´mune´ration
incitative sur la dynamique des strate´gies optimales au regard de ces re`gles de bon
sens.
Notre travail qui s’inscrit dans le cadre des proble`mes de choix dynamique de por-
tefeuille tentera de re´pondre de manie`re explicite a` deux questions pratiques des
professionnels de la gestion d’actifs : quelle politique de gestion du risque et de
re´mune´ration adopter ?
Nous revisiterons la gestion ”benchmarke´e” a` la lumie`re de techniques d’optimisa-
tion dynamique de portefeuille et de mode`les d’actifs issus des hypothe`ses classiques
en ﬁnance mathe´matique :
– Processus stochastiques d’Itoˆ pour de´crire les actifs risque´s et hypothe`se de
marche´ complet.
– Proble`me d’optimisation dynamique oﬀrant une re´solution simpliﬁe´e (me´thode
des martingales) par rapport a` la me´thode de la programmation dynamique
de Bellmann (dans le cadre de l’hypothe`se de marche´ complet).
– Prise en compte des pre´fe´rences de risque de l’investisseur mais aussi de son
aversion a` la sous-performance par rapport a` un ”benchmark” en conside´rant
une classe de fonction d’utilite´ ”HARA loss averse” que nous pre´ciserons.
– Re´solution analytique dans le cadre du mode`le de Black & Scholes a` deux
actifs, extension a` un mode`le a` N sources de risques actions, puis a` un mode`le
a` facteur de taux stochastique de type ”Vasicek” avec un univers d’investis-
sement comprenant les trois actifs traditionnels (actif mone´taire, obligataire
et action) ; recherche de l’allocation optimale et analyse de ses proprie´te´s em-
piriques : sensibilite´ de l’allocation optimale aux variations de marche´, aux
changements de parame`tres de risque et a` la forme de la re´mune´ration.
Cette the`se s’articule en deux parties :
La premie`re partie analyse les strate´gies d’un investisseur qui est concerne´ par
l’e´cart entre la rentabilite´ de son portefeuille et celle d’un benchmark ﬁxe ou sto-
chastique (sur ou sous-performance). Nous analyserons les strate´gies optimales dans
2. Ces re`gles au nombre de deux pre´conisent un niveau d’ ”actifs risque´s” d’autant plus faible
que, d’une part l’aversion au risque de l’investisseur est importante et que, d’autre part l’horizon
de placement est proche, s’e´noncent de la fac¸on suivante :
(1) Re`gle du proﬁl de risque (”Popular Advice”) : l’allocation optimale doit attribuer aux
actifs les plus risque´s une ponde´ration d’autant plus faible que l’aversion de l’investis-
seur au risque est plus grande.
(2) Re`gle de l’allocation temporelle (”Conventional Wisdom”) : la formule de´ﬁnissant l’al-
location optimale impose une baisse relative du poids des actifs les plus risque´s au
cours du temps a` partir d’une allocation initiale en actifs dits risque´s d’autant plus
importante que l’horizon est e´loigne´.
5les cas de diﬀe´rents investisseurs caracte´rise´s par diﬀe´rentes fonctions d’utilite´ et/ou
diﬀe´rentes contraintes de risque.
Dans la deuxie`me partie, on s’inte´resse a` l’asset manager be´ne´ﬁciant d’une re´mune´ration
incitative (frais de gestion variables et bonus de sur-performance, commission sur
encours additionnelle,...). On e´tudie comment sa strate´gie s’e´carte de celle de l’in-
vestisseur (ou celle de l’asset manager sans re´mune´ration incitative) selon la forme
de ces incitations.
61. Revue de la litte´rature
1.1. Mode`le de Merton.
Le mode`le d’e´quilibre de Merton (”Intertemporal Capital Asset Pricing Model”)
est conside´re´ comme la re´fe´rence de la the´orie du choix dynamique de portefeuille
en temps continu.
Les travaux de Merton ([Merton, 1971] et [Merton, 1973]) ont pose´ les premie`res
pierres de cette the´orie, en montrant, dans un cadre dynamique et d’investissement
en temps continu, que l’allocation optimale pour l’investisseur peut eˆtre de´compose´e
comme une somme de positions e´le´mentaires investies dans plusieurs portefeuilles
dont la composition est inde´pendante de ses pre´fe´rences d’investissement 3.
Le cadre the´orique que Merton conside`re dans son mode`le ”ICAPM” est le sui-
vant
– Le marche´ ﬁnancier est ouvert en permanence et comprend N + 1 actifs qui
se ne´gocient sans couˆt de transaction :
(1) Un actif ”sans risque”, repre´sentant un titre mone´taire dont le rende-
ment instantane´, note´ r(t), de´signe le taux de re´fe´rence unique d’em-
prunt ou de preˆt en vigueur sur le marche´ ﬁnancier,
(2) N actifs risque´s dont les rendements espe´re´s instantane´s sont mode´lise´s
par des processus stochastiques continus, des processus d’Itoˆ.
– Le proble`me de l’investisseur est de maximiser une fonction objectif (spe´ciﬁque
a` chacun des investisseurs) a` un horizon d’investissement donne´. Cette fonc-
tion objective s’exprime, quelque soit l’investisseur concerne´, comme la somme
des deux composantes suivantes : l’utilite´ 4 espe´re´e du ﬂux de consommation
d’une part, celle de la valeur ﬁnale du portefeuille d’actifs ﬁnanciers d’autre
part.
– Les parame`tres (espe´rance de rendement instantane´ et volatilite´ instantane´e)
de´ﬁnissant l’e´quation des processus de prix des N actifs risque´s sont fonction
de K facteurs ou variables d’e´tats qui servent a` de´crire la de´formation de
l’e´tat des opportunite´s d’investissement 5.
Partant de cette structure ge´ne´rale de marche´ ﬁnancier, Merton parvient, en utili-
sant les outils de re´solution de proble`mes de controˆle stochastique optimal fournis
par la the´orie de la programmation dynamique de Bellmann en temps continu, a`
de´montrer son the´ore`me de de´composition en plusieurs fonds : inde´pendamment de
leur aversion au risque respectif, l’allocation optimale pour chacun des investisseurs
3. Ces travaux en temps continu s’inscrivent dans le prolongement des re´sultats de se´paration
en plusieurs fonds obtenus dans le cadre de mode`les ﬁnanciers statiques a` une seule pe´riode : voir
par exemple Tobin (1958), Black (1973) ou encore Cass et Stiglitz (1970).
4. Au sens classique de fonction d’utilite´ croissante et strictement concave de Von Neumann
Morgenstern.
5. Ces facteurs peuvent prendre de multiples formes selon les mode`les conside´re´s ; par exemple,
ils peuvent servir a` de´crire l’e´volution stochastique du niveau de prime de risque ou de volatilite´
d’un actif action ou bien encore correspondre a` l’hypothe`se d’une structure par terme des taux
d’inte´reˆts.
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admet la meˆme de´composition en plusieurs positions e´le´mentaires.
En particulier, le nombre de fonds (ou de portefeuilles) de cette de´composition
est identique quelque soit l’investisseur conside´re´ et de´pend du nombre de facteurs
de risques conside´re´s dans le mode`le d’actifs : il y a K + 2 portefeuilles pour K
facteurs de risque 6.
Cependant, malgre´ la force et la simplicite´ des re´sultats the´oriques e´nonce´s par
Merton dans son mode`le ”ICAPM”, ce nouveau cadre de choix dynamique de por-
tefeuille laisse un certain nombre de questions en suspens et en particulier les deux
proble´matiques suivantes :
(1) L’analyse des faits stylise´s dans le cadre du mode`le de Merton :
Merton ne parvient a` obtenir une expression explicite de l’allocation opti-
male qu’au prix d’hypothe`ses spe´ciﬁques tre`s restrictives sur la dynamique
des actifs : il s’agit du cas particulier ou` lesN actifs risque´s ont pour rende-
ments instantane´s des mouvements browniens ge´ome´triques (i.e. l’espace
des opportunite´s est suppose´ constant avec K ≡ 0) et l’actif sans risque
oﬀre un rendement instantane´ constant qui s’identiﬁe au taux d’inte´reˆt en
vigueur sur le marche´.
Or ces deux hypothe`ses ne sont pas en phases avec un certain nombre de
faits stylise´s observe´s sur les marche´s : cycles e´conomiques, eﬀet pre´dictifs
de certaines variables, de´composition factorielle de la courbe des taux
d’inte´reˆt en un ou plusieurs facteurs stochastiques, processus de volatilite´
stochastique des actifs conside´re´s.
La question se pose alors de savoir s’il est possible, dans le cadre d’un
mode`le de Merton ge´ne´ralise´, d’analyser l’eﬀet de ces faits stylise´s sur
l’allocation dynamique optimale, ce qui imposerait d’obtenir des formules
ferme´es ou semi-ferme´es qui puissent eˆtre analysables en pratique.
(2) L’analyse du puzzle des ”re`gles d’allocation de bon sens” (”Conventional
Wisdom” et ”Popular Advice”) :
Cette hypothe`se d’e´tat des opportunite´s d’investissement constant (K =
0), qui correspond aussi a` la ge´ne´ralisation a` N actifs du mode`le a` deux ac-
tifs de [Black Scholes, 1973], implique en particulier que le portefeuille
optimal de l’investisseur, quelque soit son niveau d’aversion au risque, peut
eˆtre de´compose´ en deux fonds : un actif de taux sans risque et un fonds
compose´ d’actifs risque´s dont la proportion est la meˆme pour tous les in-
vestisseurs 7.
Ce re´sultat de de´composition qui peut eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation
en temps continu du the´ore`me de Tobin (1958) paraˆıt cependant eˆtre en
6. [Merton, 1973] analyse successivement le cas K ≡ 0 (le mode`le d’actifs conside´re´ e´tant le
mode`le de [Black Scholes, 1973] a` deux actifs et une source de risque) puis le cas K ≡ 1.
7. Il s’agit du portefeuille de l’investisseur qualiﬁe´ souvent dans la litte´rature d’investisseur
”myopique” car la composition de son portefeuille est constante et en ce sens elle ne tient pas
compte d’un e´ventuel changement d’e´tats ni de la conside´ration de son horizon d’investissement.
8contradiction avec les re`gles de ”bon sens” suivies en pratique par les inves-
tisseurs ﬁnanciers qui pre´conisent un ratio d’allocation action - obligation
fonction de´croissante du niveau d’aversion au risque (comme mentionne´
par [Canner et al., 1997]) et fonction croissante de l’horizon d’investis-
sement (voir par exemple [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]).
Ainsi, dans le cadre de cette hypothe`se restrictive de l’absence de fac-
teurs (espace des opportunite´ constant), le Mode`le de Merton ne peut
expliquer ces puzzles.
Comme nous allons le voir dans la suite de la revue de la litte´rature, c’est la
conside´ration de mode`les plus ge´ne´raux, soit en terme de mode´lisation d’actifs
(facteurs stochastiques), soit en terme de pre´fe´rence de l’investisseur (contrainte
d’aversion a` la perte) qui permettent de re´soudre en partie ces proble`mes.
1.2. Allocation dynamique d’actifs et mode`les a` facteurs.
C’est l’avance´e re´cente, d’une part, dans l’e´tude des mode`les factoriels line´aires en
temps continu 8 et, d’autre part, dans le de´veloppement des techniques de re´solution
des proble`mes d’optimisation stochastiques en temps continu (avec par exemple les
travaux de [Karatzas et al., 1987] et de [Cox Huang, 1989] 9) qui a proba-
blement favorise´ l’e´mergence d’une autre litte´rature, tout aussi re´cente, dans le
domaine de la the´orie du choix dynamique de portefeuille en temps continu avec
prise en compte de facteurs stochastiques.
Dans le cadre d’un mode`le d’actifs comprenant un facteur de taux stochastique
(mode`le a` un facteur de taux de Vasicek) en comple´ment du traditionnel risque
action, et sous l’hypothe`se d’un marche´ ﬁnancier complet, ou` l’investisseur cherche
a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa richesse ﬁnale a` un horizon d’investissement ﬁxe´,
les auteurs suivants e´tudient l’impact de l’existence d’un facteur de taux stochas-
tique sur l’allocation dynamique optimale suivie par l’investisseur :
[Sorensen, 1999] analysent le proble`me de l’investisseur ”CRRA” (”Constant Re-
lative Risk Aversion”, i.e. agent dont l’aversion relative au risque est constante, et
[Bajeux-Besnainou Portait, 1998] e´tudient les proprie´te´s du proble`me moyenne
variance dynamique (fonction d’utilite´ quadratique). Dans les deux cas, l’alloca-
tion optimale s’obtient comme une simple combinaison du portefeuille solution du
proble`me de Merton (cas de l’investisseur myopique) et de l’obligation Ze´ro-coupon
dont la maturite´ correspond a` l’horizon d’investissement de l’investisseur (qui s’ap-
parente a` un portefeuille de couverture contre la variation des taux d’inte´reˆt).
8. En particulier dans l’e´tude des mode`les line´aires de de´formation de la courbe des
taux d’inte´reˆt en temps continu comme par exemple les mode`les a` un facteur propose´s par
[Vasicek, 1977] ou encore par [John C. Cox Ross, 1985] et plus re´cemment la litte´rature
relative aux mode`les multi-factoriels aﬃnes ge´ne´ralise´s de taux d’inte´reˆts (voir par exemple
[Dai Singleton, 2000]).
9. [Karatzas et al., 1987] et [Cox Huang, 1989] oﬀrent un nouveau cadre de re´solution
analytique de proble`me d’optimisation dynamique en temps continu (me´thode martingale) qui
consiste a` exploiter les proprie´te´s de martingale du prix des actifs ﬁnanciers sous certaines hy-
pothe`ses et en particulier celle d’A.O.A (d’Absence d’Opportunite´ d’Arbitrage) et de comple´tude
du marche´ (cas du mode`le de Merton ou` il y a au moins autant d’actifs risque´s que de sources de
risque a` couvrir).
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Dans le contexte de la proble´matique particulie`re du ”Popular Advice” introduite
par [Canner et al., 1997] (voir la section pre´ce´dente), [Brennan Xia, 2000]
conside`rent le proble`me de l’agent ”CRRA”, et [Bajeux-Besnainou et al., 2001]
celui de de l’investisseur CRRA et de l’investisseur ”Moyenne Variance” (fonction
d’utilite´ quadratique) au regard du ratio action / obligation optimal. Dans les deux
cas, l’analyse de l’expression du ratio optimal fait ressortir un poids relatif action /
obligation qui croˆıt avec le niveau de tole´rance au risque, ce qui est consistant avec
la re`gle du ”Popular Advice”.
Enﬁn, [Bajeux-Besnainou et al., 2003b] e´tudient l’allocation temporelle (au re-
gard de la re`gle du ”Conventional Wisdom”) issue de la strate´gie dynamique op-
timale suivie par l’investisseur du proble`me”Moyenne-Variance” et conside`rent, a`
titre de ge´ne´ralisation, un investisseur ayant une fonction d’utilite´ ”HARA” (”Hy-
perbolic Absolute Risk Aversion”), i.e. dont l’aversion absolue au risque est une
fonction hyperbolique de´croissante. Ils aboutissent a` la conclusion que l’allocation
temporelle de´pend du type d’aversion conside´re´ ; pour un parame`tre d’aversion
relative au risque croissant (c’est le cas en particulier de la fonction d’utilite´ qua-
dratique), la strate´gie ressemble a` la re`gle d’allocation temporelle de ”bon sens”
dictant une baisse de l’exposition a` l’actif de type action au proﬁt des obligations
et de l’actif mone´taire (actifs conside´re´s moins risque´s) au fur et a` mesure que l’ho-
rizon d’investissement se rapproche.
En re´sume´, toutes ces e´tudes montrent que la simple prise en compte d’un fac-
teur de risque supple´mentaire sur la courbe des taux d’inte´reˆts dans le proble`me de
l’investisseur permet d’aboutir a` une expression (explicite) de l’allocation optimale
qui, contrairement a` celle de l’investisseur logarithmique ”myopique”, de´pend de
son horizon d’investissement et de son degre´ d’aversion au risque ; de plus l’ana-
lyse de cette expression permet de lever en partie le puzzle des re`gles de ”bon sens”.
Conside´rant e´galement une dynamique de taux stochastique a` la Vasicek, dans
un cadre de marche´ incomplet, [Sorensen, 2007] analyse la strate´gie dynamique
optimale de l’agent-investisseur CRRA qui doit prendre en compte une contrainte
de poids alloue´ sur certains actifs (par exemple de type interdiction de vente a`
de´couvert ou restriction sur le niveau de levier total du portefeuille).
Enﬁn, [Lioui Poncet, 2001], prenant en compte un processus de taux stochas-
tique dans un cadre ge´ne´ral, conside`rent un investisseur CRRA et, a` titre de com-
paraison, un investisseur ayant une fonction d’utilite´ logarithmique. Ils montrent
que la de´composition en K + 2 portefeuilles de Merton, peut, sous l’hypothe`se de
marche´ complet, se re´duire a` une de´composition en quatre portefeuilles compre-
nant deux portefeuilles de couverture correspondant l’un aux mouvements de taux
et l’autre aux co-mouvements entre le taux court et la prime de risque des actifs
risque´s.
Prolongeant les e´tudes pre´-cite´es, [Omberg, 2000], [Brennan Xia, 2002],
[Sangvinatsos Wachter, 2003] et [Menoncin, 2003] ont comme point com-
mun de s’inte´resser a` l’eﬀet de la prise en compte d’un facteur supple´mentaire de
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risque inﬂationniste pour mode´liser les variations de la courbe des taux d’inte´reˆt 10.
De plus, ces auteurs conside`rent comme variable du proble`me de l’investisseur, la
richesse re´elle (richesse nominale de´ﬂate´e du niveau de l’indice d’inﬂation) pour
tenir compte du risque inﬂationniste que subit la valeur nominale de sa richesse.
Dans un cadre de marche´ incomplet, [Kim Omberg, 1996], [Wachter, 2002],
[Brennan Xia, 2005] ou encore [Campbell et al., 2002] analysent l’impact sur
la strate´gie dynamique optimale pour l’investisseur de la prise en compte d’un eﬀet
pre´dictif correspondant a` l’hypothe`se d’une prime de risque action variable et non
parfaitement re´plicable par un actif.
L’e´tude du choix dynamique de portefeuille dans le cadre d’un mode`le multi-
factoriel line´aire gaussien plus large (a` la fois prime de risque et taux d’inte´reˆt
suppose´s stochastiques) est aborde´e par [Cvitanic et al., 2003] qui, se plac¸ant
sous l’hypothe`se de marche´ complet, re´solvent nume´riquement le proble`me d’inves-
tissement de l’investisseur par simulations de Monte-Carlo.
L’analyse du choix dynamique de portefeuille dans le cadre d’un mode`le multifac-
toriel gaussien en pre´sence de risques non parfaitement re´plicables (i.e hypothe`se
de marche´ incomplet) est e´tudie´e par [Brennan M. R., 1997],
[Campbell Viceira, 2001], [Campbell Viceira, 2002], [Campbell Viceira, 2003],
[Sorensen Trolle, 2004] et [Munk et al., 2004].
L’eﬀet de la prise en compte d’un facteur de risque de cre´dit supple´mentaire (risque
de de´faut) sur la politique d’investissement optimale est analyse´ par [Walder, 2002],
[Hou, 2002], [Hou Jin, 2002] et [Basak Shapiro, 2004].
Enﬁn, [Liu, 2001], [Liu Pan, 2003], [Chacko Viceira, 2005], [Liu, 2007] et
[Branger et al., 2008] conside`rent des proble`mes d’allocation dynamique de por-
tefeuille sous l’hypothe`se d’un processus de volatilite´ action stochastique.
1.3. Allocation d’actifs avec contraintes de risque.
1.3.1. Mode`le statique d’allocation de portefeuille avec prise en compte de l’aver-
sion a` la sous-performance.
Si [Markowitz, 1952] conside`re une mesure de risque syme´trique, la variance,
non adapte´e au cas ou` les prix des actifs ne sont pas des processus gaussiens, c’est
[Roy, 1952] qui est le premier a` proposer dans le cadre d’un mode`le d’allocation
de portefeuille une mesure de risque asyme´trique : il s’agit de la ”Safety First” qui
correspond a` la probabilite´ de ruine de l’investisseur (i.e. probabilite´ de perdre plus
qu’un niveau de seuil pre´-de´ﬁni).
Dans la continuite´ de ces deux articles, [Markowitz, 1959] propose en guise d’al-
ternative a` la variance des rendements, une autre mesure de risque de sous-performance,
la semi-variance, e´cart type des rendements infe´rieurs a` un niveau de seuil donne´.
10. Il s’agit de mode`les line´aires gaussiens a` plusieurs facteurs de taux ge´ne´ralisant le mode`le
de Vasice`k a` un facteur qui incluent les deux facteurs explicatifs suivants : taux d’inte´reˆt re´el
instantane´ et taux de croissance instantane´e espe´re´e de l’inﬂation, i.e. le drift du processus d’Itoˆ
de´crivant l’e´volution du niveau de l’indice d’inﬂation.
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[Bawa, 1975], [Bawa, 1978], [Fishburn, 1977], et [Harlow, 1991] analysent
les moments partiels infe´rieurs d’ordre ze´ro a` deux 11.
Dans le cadre de sa ce´le`bre the´orie des perspectives (”Prospect Theory”),
[Kahneman Tversky, 1979] proposent une fonction d’utilite´, dissyme´trique au-
tour d’un seuil de richesse, dont la forme est celle d’un ”S” : celle-ci permet de
prendre en compte le fait que l’investisseur a des pre´fe´rences comportementales qui
l’ame`nent a` pe´naliser plus ses pertes que ses gains.
[Jarrow Zhao, 2006] proposent une approche uniﬁe´e de l’allocation d’actifs sous
contrainte d’aversion a` la perte, inte´grant comme cas particulier a` la fois les LPM
et la fonction d’utilite´ loss averse de la ”Prospect Theory” : ils conside`rent l’expres-
sion ge´ne´rale d’une fonction de perte traduisant la dissyme´trie des pre´fe´rences de
l’investisseur autour du seuil de richesse cible.
Finalement, [Rockafellar Uryasev, 2000], [Jorion, 2001], ou bien encore
[Alexander Baptista, 2001] et [Alexander Baptista, 2003], e´tudient le proble`me
d’allocation de portefeuille optimale avec prise en compte d’une contrainte de risque
de perte de type VaR ou CVaR.
1.3.2. Allocation dynamique de portefeuille avec prise en compte de pre´fe´rences
asyme´triques de l’investisseur.
Bien que ce type de contraintes de risque ou de pre´fe´rences d’investissement asyme´triques
correspondent en pratique a` de tre`s nombreux cas de ﬁgure (contrainte de passif
pour les investisseurs institutionnels, protection du capital retraite pour les parti-
culiers), elles n’ont pourtant e´te´ que peu analyse´es jusqu’a` une e´poque re´cente dans
la litte´rature traitant des mode`les d’allocation dynamique de portefeuilles qui s’est
plutoˆt attache´, dans un cadre de´rive´ du mode`le de Merton, a` de´crire l’eﬀet de la
prise en compte de facteurs de risques non parfaitement re´plicables sur la strate´gie
de l’investisseur.
Or, si l’hypothe`se de marche´ incomplet est en phase avec la re´alite´ des marche´s
ﬁnanciers 12, les techniques de re´solutions disponibles dans ce cadre (me´thode de
programmation dynamique de Bellmann) sont assez lourdes a` manipuler ; le plus
souvent, elles n’aboutissent a` des solutions explicites que dans certains cas parti-
culiers (investisseur CRRA, e´tat des opportunite´s constant,..) et paraissent donc
mal adapte´es a` la complexite´ de la prise en compte de pre´fe´rences d’investissement
asyme´triques ou de contraintes de risque explicites supple´mentaires.
A l’inverse, si l’hypothe`se de marche´ complet ne permet pas de prendre en compte
11. Les moments partiels infe´rieurs de´signe´s couramment par l’abre´viation LPM (pour ”Lower
Partial Momment”) se de´ﬁnissent de la manie`re suivante : le LPM d’ordre 0 correspond a` la
probabilite´ de perte, le LPM d’ordre 1 a` l’espe´rance de perte et le LPM d’ordre 2 a` la semi-
variance.
12. Comme on l’a vu dans la section pre´ce´dente, cette hypothe`se permet de traiter les proble`mes
de choix dynamique de portefeuille en temps continu en pre´sence de couverture imparfaite ; il s’agit
de cas aussi varie´s que la prise en compte d’un risque inﬂationniste de long terme, d’une prime de
risque ou encore de l’existence d’un facteur de volatilite´ stochastique. Elle correspond e´galement
a` d’autres situations particulie`res comme la prise en compte dans le proble`me d’investissement de
contraintes de poids ou encore de ﬂux de revenu de salaire non parfaitement corre´le´s au marche´.
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des proble´matiques de couverture ﬁnancie`re imparfaite 13, elle a l’avantage d’of-
frir un cadre simpliﬁe´ pour la re´solution de tels proble`mes d’investissement ; cette
hypothe`se rend possible l’utilisation de la me´thode de re´solution dite des martin-
gales 14, mentionne´e dans la section pre´ce´dente, voir [Karatzas et al., 1987], qui
est particulie`rement adapte´e a` la prise en compte de contraintes additionnelles de
risque de sous-performance a` un horizon d’investissement pre´-de´ﬁni.
En eﬀet, dans le cas particulier ou` le proble`me d’investissement ne fait interve-
nir que l’utilite´ espe´re´e de la richesse terminale de l’investisseur 15, l’application
de la me´thode des martingales est particulie`rement aise´e et permet de d’aboutir a`
une solution explicite pour n’importe quel type de proﬁl de richesse optionnel ou
asyme´trique 16.
Aussi, comme une grande partie de la litte´rature qui s’est inte´resse´ a` l’allocation
dynamique de portefeuille en pre´sence d’aversion au risque, c’est cette approche de
re´solution en marche´ complet que nous adopterons.
La prise en compte d’une contrainte de protection de capital est aborde´e par les
auteurs suivants :
[Grossman Vila, 1989], [Basak, 1995], [Grossman Zhou, 1996] (contrainte
explicite d’assurance de portefeuille et agent CRRA) e´tudient, dans un cadre de
marche´ complet et de temps continu, des mode`les d’e´quilibre en pre´sence d’assu-
rance de portefeuille.
Conside´rant un investisseur CARA ope´rant sur des contrats futures,
[Lioui Poncet, 1996] et [Lioui et al., 1996] analysent le proble`me de choix dy-
namique de portefeuille en pre´sence d’une contrainte de non-ne´gativite´ sur la ri-
chesse ﬁnale et sous hypothe`se de couverture imparfaite de l’univers des actifs ﬁ-
nanciers. [Nguyen Portait, 2002] analysent le proble`me Moyenne Variance Dy-
namique (fonction d’utilite´ quadratique) avec cette meˆme contrainte dans un cadre
de marche´ complet.
Toujours dans un cadre de marche´ complet, [Bajeux-Besnainou Ogunc, 2006]
s’inte´ressent au cas particulier d’une fondation ﬁnancie`re (”Endowment Plan”) en
13. Elle est cependant adapte´e a` un grand nombre de cas de ﬁgures pratiques qui correspondent
le plus souvent a` des situations de proble`mes purement ﬁnanciers (i.e. pas de consommations ni
de ﬂux de capitaux exoge`nes) ou` les actifs sont soumis a` des risques ﬁnanciers (pas de facteurs de
risques exoge`nes non re´plicables par des actifs ﬁnanciers).
14. Pour une comparaison entre la me´thode martingale et la programmation dynamique ap-
plique´e au proble`mes d’investissement en temps continu et une revue de la litte´rature comple`te de
leur application respective dans un cadre de marche´ complet ou de marche´ incomplet on pourra
se re´fe´rer a` [Runggaldier, 2003].
15. Il s’agit du cas ou` l’investisseur place, a` une date initiale, l’inte´gralite´ de sa richesse dans
son portefeuille d’actifs ﬁnanciers qui s’auto-ﬁnance sans sortie (i.e. sans ﬂux de consommation)
ni entre´e de nouveaux fonds (i.e. pas de conside´ration de revenus de salaire a` re´-investir) jusqu’a`
un horizon d’investissement pre´-de´ﬁni.
16. Sous les hypothe`se d’A.O.A. (pas de strate´gies d’arbitrages possibles) et de comple´tude
du marche´ ﬁnancier, la re´solution de ce type de proble`me dynamique se de´compose en deux
e´tapes e´le´mentaires qui sont les suivantes : dans un premier temps, re´solution d’un proble`me
d’optimisation statique exprime´ sur la richesse terminale (aﬁn d’obtenir l’expression de la richesse
terminale optimale) et dans un second temps, obtention de la strate´gie dynamique de re´plication
atteignant cette richesse ﬁnale en utilisant la proprie´te´ de martingales des prix (de fac¸on similaire
a` la re´plication d’actifs contingents en temps continu utilise´e pour le pricing et la couverture
d’option).
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conside´rant une fonction d’utilite´ HARA inte´grant une contrainte implicite d’assu-
rance de portefeuille (fonction d’utilite´ puissance avec plancher implicite sur le ni-
veau de richesse) 17 identique a` celle conside´re´e par [Basak, 2002] dans son mode`le
d’e´quilibre avec agent averse a` la sous-performance.
L’analyse de l’eﬀet d’une contrainte de risque de sous-performance sur l’alloca-
tion dynamique de l’investisseur est l’objet des e´tudes suivantes :
[Basak Shapiro, 2001] conside`rent l’eﬀet d’une contrainte explicite de type VaR
(”Value at Risk”) et LEL (”Limited Expected Loss” 18) sur le comportement de l’in-
vestisseur maximisant l’utilite´ espe´re´e de sa richesse dans un cadre de marche´ com-
plet ; ils de´rivent l’expression de la strate´gie dynamique optimale sous l’hypothe`se
d’un taux d’inte´reˆt constant et de rendements des actifs risque´s suivant des mou-
vements browniens ge´ome´triques. Dans un cadre similaire, [Cuoco et al., 2008]
proposent une contrainte de risque alternative de type VaR court terme.
[Zhao Ziemba, 2000] utilisent une mesure de risque proche de la VaR, l’Earning
at Risk et [Li et al., 2007] aboutissent a` une expression analytique de l’allocation
sous contrainte d’Earning at Risk en supposant de plus que les portefeuilles sont a`
poids constants (”Constant Rebalanced Portfolio”).
[Li Wu, 2008] conside`rent, dans un cadre dynamique et en temps continu, le
proble`me dynamique de minimisation de la ”Below-Threshold Variance” (semi-
variance) et [Berkelaar Kouwenberg, 2000] analysent les proble`mes d’optimi-
sation moyenne downside-risque ou` le risque est mesure´ par les LPM d’ordre 0,1 et
2 (respectivement probabilite´ de perte, espe´rance de perte et semi-variance) .
[Berkelaar et al., 2002] et [Berkelaar et al., 2004] analysent la strate´gie dy-
namique optimale dans le cas ou` les pre´fe´rences de l’investisseur se traduisent par
une fonction d’utilite´ issue de la the´orie des perspectives.
Enﬁn, [Jalal, 2007] re´sout le proble`me d’allocation dynamique de portefeuille d’un
investisseur averse a` la perte (au sens de la the´orie des perspectives) en supposant
la volatilite´ de l’actif risque´ mode´lise´ par un processus stochastique a` saut et, plus
re´cemment, [Hainaut, 2009] conside`re un univers de taux stochastique de´rive´ du
mode`le de Hull and White dans le cadre de l’analyse du choix dynamique de por-
tefeuille avec contrainte VaR et investisseur CRRA.
17. Pour ce choix de fonction d’utilite´, la strate´gie dynamique optimale du proble`me d’inves-
tissement de maximisation de l’utilite´ espe´re´e de la richesse terminale est similaire a` une strate´gie
”CPPI” (”Constant Protection Portfolio Insurance”) ; voir par exemple [Perold Sharpe, 1988]
pour une description de ce type de strate´gie dynamique d’assurance de portefeuille.
18. mesure de perte de sous-performance, correspondant a` la valeur pre´sente de l’espe´rance de
perte, similaire a` la CVaR.
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1.4. Benchmarking et mode`les d’allocation dynamique d’actifs.
1.4.1. Mode`les d’allocation de portefeuille avec benchmark et contrainte de risque.
Dans un cadre statique, [Roll, 1992] montre que si le benchmark conside´re´ n’est
pas sur la frontie`re eﬃciente, au sens traditionnel du mode`le ”MV” (Moyenne-
Variance) de Markowitz, alors le portefeuille de l’investisseur qui cherche a` minimi-
ser la valeur de la ”Tracking Error Variance” (de´ﬁnie comme la variance de l’e´cart
de rendement entre le portefeuille et le benchmark), a` niveau d’espe´rance de sur-
performance ﬁxe´, n’est pas non plus eﬃcient.
[Rudolf et al., 1999], analysent dans un univers relatif (richesse du portefeuille
moins benchmark), le proble`me de l’investisseur qui cherche a` minimiser la valeur
absolue de l’e´cart de richesse avec le benchmark (la mesure de risque n’est plus,
comme dans le mode`le de Roll, la variance de l’e´cart de richesse mais l’espe´rance
de la valeur absolue de ce meˆme e´cart).
[Wagner, 2002] e´tudie un crite`re mixte d’optimisation avec benchmark qui ge´ne´ralise
a` la fois le crite`re ”MV” de Markowitz et le crite`re ”MTEV” (”Mean Tracking Er-
ror Variance ”) de Roll. [Wang, 1999] conside`re le cas d’un investisseur ayant a`
prendre en compte plusieurs benchmark dans un crite`re d’optimisation ”MV”.
Les proble`mes de minimisation de la TEV (proble`me de Roll) avec prise en compte
d’une contrainte supple´mentaire de risque de perte absolue (sans re´fe´rence au bench-
mark), ayant pour eﬀet de limiter l’ine´ﬃcience au sens ”MV” du portefeuille, sont
traite´s par [Jorion, 2003] qui conside`re une contrainte additionnelle sur le niveau
de volatilite´ du portefeuille et par [Alexander Baptista, 2008], dans le cas d’une
contrainte de type VaR.
Dans un cadre de choix dynamique de portefeuille avec benchmarking et controˆle
du risque de sous-performance, on peut citer les re´fe´rences suivantes :
[Tepla, 2001] conside`re le proble`me de l’investisseur CRRA (proble`me de Mer-
ton) avec prise en compte supple´mentaire d’une contrainte sur le niveau de sous-
performance par rapport au benchmark (contrainte forte d’assurance de porte-
feuille) et [Basak et al., 2003] ge´ne´ralisent ce proble`me en conside´rant une contrainte
sur le niveau de VaR et de ”LEL” (”Limited Expected Loss”) relativement au bench-
mark (contrainte faible autorisant des pertes).
[Bajeux-Besnainou et al., 2003a] e´tudient le proble`me dynamique de minimi-
sation de la Tracking Error Variance (proble`me de Roll en temps continu) avec une
contrainte additionnelle d’assurance de portefeuille ou de sur-performance maxi-
male par rapport au benchmark tandis que [Zhao, 2007] analyse, pour une forme
ge´ne´rale de fonction d’utilite´ HARA, le proble`me de maximisation de l’espe´rance
d’utilite´ de l’e´cart de richesse du portefeuille par rapport au benchmark.
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1.4.2. Allocation de portefeuille en pre´sence d’incitations ﬁnancie`res contrac-
tuelles ou implicites.
Dans le cadre de la litte´rature sur le lien d’incitation ﬁnancie`re implicite qui existe
entre les ﬂux de souscription et le niveau de risque pris par les ge´rants de fonds
commun de placement, on peut citer les re´fe´rences suivantes :
[Chevalier Ellison, 1995] proposent une forme de relation non line´aire entre
croissance des encours (facteur d’incitation ﬁnancie`re indirecte) et sur-performance
ou sous-performance par rapport au benchmark. Ils montrent que cette relation de
lien de cause a` eﬀet entre une sur-performance sur l’exercice annuel et des nouveaux
ﬂux d’investissement en ﬁn d’exercice se traduit par un niveau accru de risque pris
par les ge´rants 19 au cours des derniers mois de l’anne´e.
Dans le prolongement de cette spe´ciﬁcation de relation ”ﬂux - performance”,
[Basak et al., 2008] proposent un mode`le d’allocation dynamique de portefeuille
avec prise en compte d’un eﬀet incitatif de ﬂux d’investissement, qui par nature
est asyme´trique 20 et [Basak Makarov, 2009] analysent un mode`le d’e´quilibre
en pre´sence de cette meˆme forme d’incitation de nouveaux ﬂux d’investissement.
Pour une analyse empirique de´taille´e de l’impact d’un mode de re´mune´ration va-
riable (comme par exemple une commission de sur-performance) sur la performance
et sur le niveau de risque relatif au benchmark des ge´rants de ”mutual funds” (me-
sure´ par la variance de la ”TE”), on pourra se re´fe´rer a` [Elton et al., 2003].
Ceux-ci conﬁrment le niveau de risque supe´rieur pour les ge´rants recevant une in-
citation ﬁnancie`re.
Pour une analyse, dans le cadre du choix dynamique de portefeuille, du proble`me
d’investissement de l’asset manager en pre´sence d’un proﬁl de re´mune´ration option-
nel et convexe, typique des commissions de sur-performance en gestion de porte-
feuille, on peut citer [Carpenter, 2000].
Les papiers suivants traitent de l’eﬀet de l’existence d’incitations ﬁnancie`res, in-
directes ou non, sur les performances ou les ﬂux d’investissement des fonds dit de
”hedge funds” avec les spe´ciﬁcite´s propres a` cette industrie ﬁnancie`re :
[Agarwal et al., 2004] valident empiriquement le re´sultat suivant : plus le ni-
veau d’incitation manage´riale, duˆ a` l’existence d’un mode de re´mune´ration variable
de type optionnel 21, est e´leve´, plus les niveaux de ﬂux d’investissement et de per-
formances futures des ge´rants de ”hedge funds” augmentent.
Dans la continuite´ de cette e´tude, [Agarwal et al., 2008] montrent que les fac-
teurs suivants ont tous un eﬀet positif statistiquement signiﬁcatif sur les perfor-
mances futures des ge´rant de ”hedge funds” : eﬀet de delta duˆ au contrat de
19. Le niveau de risque d’un fonds e´tant mesure´ par l’exposition en actions des fonds communs
de placement (”mutual funds”) du panel conside´re´.
20. une sur-performance par rapport au benchmark asyme´trique
21. de´ﬁni comme le ”delta” exprime´ en montant de la re´mune´ration contractuelle du ge´rant ;
le proﬁl de la re´mune´ration est similaire a` celui d’une option (dont le strike est le niveau de
performance correspondant au seuil de de´clenchement du paiement de la commission variable) et
de´pend de fac¸on line´aire de la valeur du taux de la commission de gestion variable mais aussi de
fac¸on non line´aire de la performance des actifs ge´re´s.
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re´mune´ration incitative, eﬀet de l’existence d’une pe´riode de ”lock up” (pe´riode
durant laquelle le porteur ne peut vendre ses parts), eﬀet du degre´ d’investissement
personnel du ge´rant dans le fonds spe´culatif qu’il ge`re (”managerial owership”) et
enﬁn, eﬀet de l’inclusion d’un me´canisme de ”High Water Mark” dans le calcul des
frais de sur-performances.
[Hodder Jackwerth, 2006] et [Kouwenberg Ziemba, 2007] conside`rent le
proble`me de choix dynamique de portefeuille du ge´rant de ”hedge funds” qui
cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale, laquelle de´pend du
niveau des frais de sur-performance rec¸us (le ”pay-oﬀ” du ge´rant de fonds spe´culatif
ayant un proﬁl optionnel duˆ a` la composante asyme´trique de la commission de sur-
performance).
Sous l’hypothe`se d’une forme de compensation aﬃne ou line´aire du ge´rant,
[Lioui Poncet, 2006] analysent dans le cadre du proble`me Principal-Agent de
la the´orie de l’agence 22, la strate´gie optimale suivie par l’asset manager (agent),
celle de l’investisseur ﬁnal (principal) et la forme du benchmark optimal (les termes
ﬁnanciers du contrats e´tant suppose´s pre´-de´ﬁnis).
1.4.3. Choix dynamique de portefeuille en gestion actif-pasif.
Le nombre d’e´tudes portant sur l’application de mode`les de choix dynamique de
portefeuille a` la gestion actif-passif (en anglais ”Asset-Liabilities Management” ou
ALM), et en particulier a` la gestion des fonds de pension, a conside´rablement pro-
gresse´ durant les deux dernie`res de´cennies.
Si cette litte´rature se distingue de celle, plus ge´ne´raliste, qui a e´te´ de´crite dans
les sections pre´ce´dentes, par certains aspects qui lui sont propres 23, on retrouve
cependant dans les proble`mes d’ALM l’ensemble des proble´matiques de´ja` e´voque´es
pre´ce´demment.
En eﬀet, la prise en compte d’une contrainte de risque de sous-performance, celle
d’un benchmark sous l’hypothe`se de couverture incomple`te (benchmark repre´sente´
par le passif de l’investisseur) ou encore l’hypothe`se de l’existence de taux d’inte´reˆt
stochastiques comprenant un facteur de risque inﬂationniste 24 sont autant d’e´le´ments
pouvant inﬂuencer conside´rablement la politique d’investissement d’institutions ﬁ-
nancie`res telle que les fonds de pension ou les compagnies d’assurance ; ils consti-
tuent autant de the`mes cruciaux pour une analyse pertinente des choix d’allocation
en ALM et en particulier pour la bonne compre´hension de la gestion dynamique
22. Pour une revue comple`te de la litte´rature sur le proble`me ”Principal - Agent” en gestion de
portefeuille avec de´le´gation de gestion, benchmarking et me´canisme de compensation ﬁnancie`re,
on pourra se re´fe´rer a` [Stracca, 2005].
23. Par exemple, on peut citer la prise en compte de ﬂux de contribution au fonds de pension
en partie assure´s par les revenus du salaire stochastique, de prestations de retraite (par exemple
annuite´s d’une pension de retraite) ou encore l’existence de deux pe´riodes distinctes d’investis-
sement, phase d’accumulation ante´rieure a` la date de retraite et de de´cumulation, qui lui est
poste´rieure.
Ces caracte´ristiques et d’autres qui sont spe´ciﬁques a` l’univers des fonds de pension ne sont, a` ce
titre, pas prises en compte dans la litte´rature qui s’inte´resse au proble`me d’investissement clas-
sique, i.e. celui d’un investisseur cherchant a` optimiser la gestion dynamique de son portefeuille
d’actifs ”auto-ﬁnance´” a` un horizon d’investissement donne´.
24. parame`tre d’autant plus important que l’horizon de placement conside´re´ en ALM est bien
souvent le long terme voir le tre`s long terme.
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des fonds de pension.
Ainsi, dans le cadre spe´ciﬁque de l’ALM, l’aversion a` la perte de l’investisseur
institutionnel se mate´rialise typiquement par le risque de sous-performance de ses
actifs par rapport a` ses engagements de passif (par exemple si le ratio actif sur
passif est infe´rieur a` l’unite´, on dira que le fonds de pension est sous-capitalise´, en
anglais ”unfunded”) ; en ce qui concerne le benchmark, un choix naturel s’impose
comme la valeur du passif qui n’est d’ailleurs en ge´ne´ral pas entie`rement re´plicable
(hypothe`se de marche´ incomplet). A titre illustratif, on peut citer les deux exemples
suivants souvent e´voque´s dans la litte´rature ﬁnancie`re portant sur les proble`mes de
fonds de pension :
– Dans le cas d’un fonds de pension de type ”DB” a` re´gime de prestations
de´ﬁnies (”Deﬁned Beneﬁts Pension Fund”), le benchmark correspond a` un
portefeuille de re´plication imparfaite des ﬂux d’engagements du passif de
l’institution.
– Dans le cas du proble`me d’investissement a` horizon (”life cycle”) typique de
l’investisseur et contributeur d’un fonds de pension de type ”DC” (”Deﬁned
Contributions Pension Fund”), le benchmark peut s’identiﬁer a` un seuil mi-
nimum de richesse accumule´e correspondant a` la contrainte de protection du
capital-retraite a` la date de de´part a` la retraite ou de manie`re identique a`
la solvabilite´ du fonds de pension (si cette garantie est donne´e formellement).
La gestion actif-passif en pre´sence de contrainte de sous-performance (avec ou sans
prise en compte d’un facteur stochastique de taux d’inte´reˆt) fait l’objet des contri-
butions suivantes :
[Cairns, 1996] e´tudie, sous l’hypothe`se d’e´tat des opportunite´s constant, un mode`le
d’allocation dynamique de fonds de pension de type ”DB” qui correspond a` une
ge´ne´ralisation de la me´thode d’assurance de portefeuille ”CPPI” (”Constant Pro-
tection Portfolio Insurance” 25).
Toujours sous cette hypothe`se d’e´tat des opportunite´s constant,
[Lucas Siegmann, 1999] conside`rent le proble`me de gestion actif-passif d’un
fonds de pension de type ”DB” ou` le crite`re du proble`me d’investissement conside´re´
est celui de la minimisation de l’espe´rance d’utilite´ du niveau de contribution (ou la
fonction d’utilite´ est CRRA, logarithmique ou CARA et repre´sente une fonction de
perte qui mesure la de´-utilite´ associe´e a` un niveau du taux de contribution donne´e).
[Boulier et al., 2001] analysent le proble`me d’investissement dynamique d’un
fonds de pension de type ”DC” dans le cadre d’un mode`le de taux stochastique
a` la Vasicek et en pre´sence d’une contrainte de protection implicite a` la fonction
d’utilite´ conside´re´e 26.
[Deelstra et al., 2003] proposent un mode`le de fonds de pension de type ”DC”
sous l’hypothe`se d’un mode`le aﬃne de taux d’inte´reˆt plus ge´ne´ral (qui inclut comme
cas particulier a` la fois le mode`le de Vasicek et le mode`le CIR) et conside`rent le
25. Voir par exemple [Perold Sharpe, 1988] pour une description de ce type de strate´gie
dynamique d’assurance de portefeuille.
26. fonction d’utilite´ puissance avec un niveau de seuil de richesse minimum appartenant a` la
famille de fonctions d’utilite´ HARA. On montre facilement que l’expression de la strate´gie optimale
du proble`me d’investissement qui en de´coule correspond a` une strate´gie ”CPPI” particulie`re.
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meˆme type de fonction d’utilite´ (fonction d’utilite´ puissance ou logarithmique in-
cluant une contrainte de garantie de capital implicite).
[Battocchio et al., 2003] e´tudient un mode`le de fonds de pension mixte (”DC”
et ”DB”) avec prise en compte du risque de mortalite´ du contributeur du fonds 27
et sous l’hypothe`se d’un e´tat des opportunite´s d’investissement constant.
Le crite`re du proble`me d’investissement conside´re´ est celui de la maximisation de
l’espe´rance d’utilite´ du ”surplus” de richesse du fonds de pension (suppose´ eˆtre un
investisseur CRRA) ; le surplus de richesse e´tant de´ﬁni comme l’e´cart (positif ou
ne´gatif) entre la valeur du fonds de pension et ses re´serves d’assurances 28. Tout se
passe comme si les re´serves constituaient un plancher de richesse 29 que le fonds de
pension ne souhaite pas, aﬁn de garantir sa solvabilite´, franchir a` la baisse.
[Hainaut, 2005] (sous l’hypothe`se que les parame`tres des e´quations de diﬀusion
des prix des actifs sont constants) et [Lei, 2008] (dans un cadre de taux stochas-
tique a` la Vasicek) s’inte´ressent a` des mode`les de fonds de Pension avec prise en
compte d’une contrainte de risque de type VaR, tandis que [Romaniuk, 2007]
conside`re (dans le cadre d’un mode`le d’actifs de type Black & Scholes a` une seule
source de risque) un crite`re d’investissement avec contrainte de protection impli-
cite (strate´gie de type ”CPPI”) ou explicite (strate´gie de type optionnelle) qui peut
a` la fois s’appliquer a` la gestion de fonds de pension de type ”DC” et de type ”DB” .
Une autre branche de cette litte´rature de la gestion actif-passif s’inte´resse aux
proble`mes de choix dynamique de portefeuille en pre´sence de risques spe´ciﬁques
lie´s a` des facteurs exoge`nes (inﬂation, niveau de salaire,..) et conside`re comme va-
riable de richesse du proble`me d’investissement, non plus la valeur nominale de la
richesse de l’investisseur, mais la valeur de la richesse de´ﬂate´e d’un ”benchmark
nume´raire”, qui reﬂe`te le niveau de risque que le facteur de risque fait courir sur la
richesse accumule´e par l’investisseur.
[Cairns et al., 2000] analysent (dans le cadre d’un mode`le a` un facteur de taux
et N actifs risque´s) le proble`me d’un fond de pension ”DC” pour lequel le revenu
du salaire de l’investisseur est stochastique et non parfaitement corre´le´ au marche´.
Sous l’hypothe`se d’un versement ﬁnal sous forme de rente ils utilisent comme va-
riable du proble`me d’investissement le ”Ratio de Remplacement” de´ﬁni comme le
niveau de la rente achete´e en proportion du niveau de salaire ﬁnal.
[Cairns et al., 2006] conside`rent comme variable du proble`me d’investissement
le ”Ratio de Remplacement” (cas ou` le montant de la retraite est paye´e sous la
forme d’une rente annuelle) et alternativement, le ratio entre la valeur de la ri-
chesse ﬁnale accumule´e par le fond de pension et le niveau de salaire ﬁnal (cas ou`
l’investisseur rec¸oit le montant cumule´ de son e´pargne retraite sous la forme d’un
paiement unique).
[Menoncin Scaillet, 2003] conside`rent un mode`le de fonds de pension hybride
(qui englobe comme cas particulier les ”DB” et ”DC”) dans un cadre de mode`le de
taux stochastique avec prise en compte d’un risque inﬂationniste et ou` la variable
27. Les auteurs conside`rent dans leur proble`me d’investissement que la date de de´ce`s du sous-
cripteur du fonds est stochastique et que son temps de vie restant est de´crit par la distribution
d’une loi de Gompertz-Makeham.
28. de´ﬁnies comme le niveau cumule´ des prestations et des ﬂux de contributions
29. Compte tenu de la proprie´te´ d’utilite´ marginale de la fonction d’utilite´ CRRA e´gale a` +∞
en 0.
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du proble`me d’investissement conside´re´e est la richesse re´elle du fonds de pension
(i.e. le ratio de la richesse nominale sur le processus stochastique de l’indice des
prix a` la consommation).
[Martellini, 2006] conside`re, dans le cadre du mode`le d’actifs de Black & Scholes
ge´ne´ralise´ a` N actifs risque´s et un actif de taux sans risque (hypothe`se d’e´tat des
opportunite´s constant), que l’investisseur institutionnel (par exemple un fonds de
pension ”DB” ou une assurance) est un agent CRRA qui cherche a` maximiser
l’utilite´ espe´re´e de son ”Funding Ratio” de´ﬁni comme la valeur de son portefeuille
d’actifs sur un actif nume´raire correspondant a` la valeur de son passif non parfai-
tement re´plicable.
Plus re´cemment, [Lim Wong, 2010] oﬀre une approche uniﬁe´e du concept de
”benchmark nume´raire” dans le cadre d’un mode`le dynamique de gestion actif-
passif.
Dans un cadre dynamique en temps discret, [Hoevenaars et al., 2008] conside`rent
le proble`me d’une gestion actif-passif sous l’hypothe`se d’un mode`le dynamique d’ac-
tifs avec eﬀet pre´dictif de type VAR (”Vector AutoRegressif”) tandis que
[Van Binsbergen Brandt, 2007] e´tudient, toujours sous les hypothe`ses d’un
mode`le VAR, l’eﬀet d’une contrainte de risque court terme en utilisant une me´thode
de re´solution nume´rique.
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2. Plan de la the`se
2.1. Proble`me du ”risk manager” avec contrainte de risque asyme´trique.
Dans la premie`re partie, nous analysons, dans le cadre de la the´orie du choix
dynamique de portefeuille, le proble`me du ”risk manager” que l’on peut de´ﬁnir
simplement comme un investisseur averse a` la sous-performance 30.
Nous conside´rons diﬀe´rents choix implicites de mesure de risque de sous-performance
(par exemple la probabilite´ de perte, l’espe´rance de perte ou encore la semi-variance)
et diﬀe´rentes formes de pre´fe´rence face au risque 31.
Nous proposons une approche uniﬁe´e de la gestion dynamique avec prise en compte
du risque de sous-performance en faisant le lien entre les deux approches principales
propose´es dans la litte´rature : proble`me de l’agent averse a` la sous-performance dont
la fonction d’utilite´ inte`gre une contrainte implicite de risque et proble`me de l’agent
non averse mais devant prendre en compte une contrainte explicite supple´mentaire
portant sur le niveau de risque a` l’horizon d’investissement.
Cette partie s’articule de la fac¸on suivante :
(1) Dans le premier chapitre, ge´ne´ralisant certains cas particuliers de´ja` e´tudie´s
dans la litte´rature 32, nous analysons le proble`me de l’investisseur HARA
averse a` la sous-performance. Nous conside´rons diﬀe´rentes fonctions de
perte, continues ou non au niveau du seuil de richesse cible 33, pour me-
surer la de´-utilite´ de l’investisseur a` la sous-performance. A titre de com-
paraison, nous e´tudions e´galement le proble`me de l’investisseur neutre au
risque mais averse a` la sous-performance 34 :
(a) Dans la premie`re section, nous exposons le proble`me de l’investisseur
HARA averse a` la perte. Nous de´ﬁnissons l’expression ge´ne´rale de la
fonction d’utilite´ de l’investisseur avec fonction de perte conside´re´e
(fonction d’utilite´ continue par morceaux avec une discontinuite´ au
niveau du seuil de richesse cible), puis nous explicitons l’expression
de la richesse terminale optimale du proble`me d’investissement cor-
respondant.
30. On entend par investisseur averse a` la sous-performance, un investisseur dont la fonction
d’utilite´ est dissyme´trique autour du seuil de richesse cible. Cette forme asyme´trique de la fonc-
tion d’utilite´, relativement a` la cible de performance, traduit un niveau d’aversion pour la sous-
performance plus important que l’appe´tit pour le gain (voir [Kahneman Tversky, 1979]).
31. On conside`rera les trois cas suivants de pre´fe´rences au risque : investisseur HARA dont
l’aversion relative au risque est constante, qui est CRRA, investisseur HARA dont la fonction
d’utilite´ est quadratique, qui est IRRA, ou encore investisseur neutre au risque.
32. Le cas de l’investisseur CRRA ”loss averse” est par exemple conside´re´ dans un cadre de
choix dynamique de portefeuille par [Berkelaar et al., 2004] sous l’hypothe`se d’une fonction
d’utilite´ continue et asyme´trique au niveau du seuil de richesse cible.
33. fonction de perte inte´gre´e a` la fonction d’utilite´ avec saut dans l’utilite´ de la richesse (utilite´
discontinue) ou avec saut dans l’utilite´ marginale au niveau du seuil de richesse.
34. Il s’agit du proble`me analyse´ par [Berkelaar Kouwenberg, 2000] qui conside`rent un
investisseur ayant une fonction d’utilite´ inte´grant plusieurs type de fonction d’aversion a` la perte
dont l’espe´rance correspond a` la valeur des moments partiels infe´rieurs d’ordre 0,1 et 2.
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(b) Conside´rant le cas particulier de l’investisseur ”CRRA averse a` la
sous-performance”, nous montrons dans la section suivante que cet in-
vestisseur s’identiﬁe, selon la fonction de perte conside´re´e, a` un chan-
gement de parame`tres pre`s, a` l’investisseur CRRA avec contrainte
explicite de type ”VaR” (”Value at Risk”) ou ”LEL” (”Limited Ex-
pected Loss”) 35 et analysons certaines proprie´te´s de la strate´gie dy-
namique optimale correspondant a` ces proble`me d’investissement.
(c) Dans la troisie`me et dernie`re section de ce chapitre, nous analysons
le proble`me de l’investisseur ”loss averse” et neutre au risque. Nous
explicitons, pour diﬀe´rentes mesures de perte (probabilite´ de perte,
espe´rance de perte ou semi-variance), la relation qui lie le niveau du
parame`tre d’aversion a` la perte de cet investisseur avec la valeur de
la contrainte implicite de risque de sous-performance correspondante.
(2) Dans le second chapitre, nous analysons le proble`me
moyenne-variance /downside risk.
Nous supposons que l’investisseur cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e
de sa richesse ﬁnale et qu’il a une fonction d’utilite´ ”quadratique loss
averse” ; il s’agit d’une forme de fonction d’utilite´ quadratique ge´ne´ralise´e
qui prend en compte l’aversion a` la perte de l’investisseur.
Nous nous inte´resserons au choix implicite de deux mesures d’aversion
a` la perte que sont la probabilite´ de perte et l’espe´rance du couˆt d’utilite´
de la perte.
Cette fonction d’utilite´ ”quadratique loss averse” appartient a` la classe des
fonctions d’utilite´ HARA ”loss averse” dont l’aversion relative au risque
croˆıt avec la richesse. Ce qui implique, pour l’investisseur, le choix d’un
proﬁl de gain concave avec un plafond de richesse traduisant un niveau de
performance ﬁnale ou` l’investisseur atteint la satie´te´ 36.
Nous e´tudions les proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale pour
cet investisseur averse a` la perte en supposant qu’il est tenu de respecter
une contrainte explicite supple´mentaire de protection du capital investi 37.
Nous montrons qu’il est e´quivalent de conside´rer le proble`me de l’inves-
tisseur ayant une fonction d’utilite´ quadratique non averse et qui doit
prendre en compte une double contrainte de risque dans le crite`re de son
proble`me d’investissement : contrainte d’assurance de portefeuille et, selon
la forme de la mesure de perte conside´re´e, contrainte de risque de sous-
performance, de type Value at Risk (pe´nalisation de la perte) ou Limited
Expected Loss (pe´nalisation du couˆt de la perte).
35. Ces deux proble`mes d’investissement avec contrainte explicite ont e´te´ analyse´s par
[Basak Shapiro, 2001].
36. En ce sens, il s’agit d’un cas comple´mentaire du proﬁl de richesse convexe avec une
contrainte implicite de protection de la richesse qui caracte´rise l’investisseur CRRA ”loss averse”
et dont le proble`me d’investissement est analyse´ dans le premier chapitre.
37. contrainte stricte de protection qui assure en particulier la non-ne´gativite´ de la richesse
terminale qui n’est pas garantie avec une fonction d’utilite´ quadratique.
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(3) Dans le troisie`me et dernier chapitre, nous analyserons l’eﬀet de la prise
en compte d’un mode`le de taux stochastique (mode`le a` un facteur de type
’Vasicek’) sur la strate´gie dynamique optimale suivie par l’investisseur
HARA devant prendre en compte une contrainte de benchmark ; en guise
de ge´ne´ralisation, nous conside´rons ensuite le cas de l’investisseur averse
a` la sous-performance par rapport au benchmark.
2.2. Proble`me de l”asset manager” avec proﬁl de re´mune´ration asyme´trique.
Dans la seconde partie, nous analysons le proble`me de l’asset manager HARA avec
prise en compte d’incitations ﬁnancie`res a` la performance et ge´ne´ralisons certains
mode`les de´ja` propose´s dans la litte´rature.
Cette partie est organise´e de la fac¸on suivante :
(1) Dans le premier chapitre de cette seconde partie (chapitre 4), nous mon-
trons comment l’existence d’une commission lie´e a` la performance de
l’asset manager (frais de sur-performance, bonus) peut faire diverger les
inte´reˆts de l’asset manager de ceux de l’investisseur de re´fe´rence (i.e. l’as-
set manager sans re´mune´ration incitative), tous deux e´tant suppose´s cher-
cher a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de leur richesse et avoir la meˆme fonction
d’utilite´.
(a) Dans la premie`re section, nous explicitons la forme ge´ne´rale du proble`me
d’investissement conside´re´. Il s’agit du proble`me de choix dynamique
de portefeuille pour l’asset manager HARA maximisant l’utilite´ espe´re´e
de la valeur ﬁnale de sa re´mune´ration. L’expression de cette re´mune´ration
est une fonction line´aire par morceaux 38 de la richesse totale mais
aussi de l’e´cart de richesse avec la valeur du benchmark (composante
incitative de la re´mune´ration).
(b) Dans la section suivante, nous conside´rons le cas particulier ou` le
benchmark est ﬁxe et ou` l’asset manager HARA ne rec¸oit comme inci-
tation ﬁnancie`re que des frais de gestion variables de sur-performance.
Nous explicitons ensuite l’expression de la richesse terminale optimale
et nous analysons la strate´gie dynamique optimale dans le cas parti-
culier ou` le mode`le d’actifs est celui de B&S et l’asset manager HARA
a une fonction d’utilite´ puissance avec seuil implicite de re´mune´ration
minimale (proﬁle de gain ”convexe”).
(c) Dans la troisie`me section, nous conside´rons a` nouveau le cas par-
ticulier ou` le benchmark est ﬁxe et l’asset manager HARA a une
fonction d’utilite´ puissance avec seuil implicite de re´mune´ration mi-
nimale. De plus, nous supposons que l’asset manager rec¸oit en cas
38. la discontinuite´ qui a lieu au niveau de la valeur du benchmark traduit l’existence d’une
forme de re´mune´ration incitative asyme´trique.
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de sur-performance, un bonus ﬁxe en plus des frais de gestion va-
riables 39. Nous explicitons l’expression de richesse terminale optimale
puis nous analysons, dans le cadre du mode`le de B&S, l’allocation
dynamique correspondantes.
(d) Dans la quatrie`me section, nous conside´rons le cas particulier ou` le
benchmark est ﬁxe et l’asset manager a une fonction d’utilite´ quadra-
tique (proﬁl de richesse concave). De plus, on supposera qu’il ne rec¸oit
comme incitation ﬁnancie`re que des frais de gestion variables de sur-
performance (meˆme structure de re´mune´ration que dans la seconde
section) et qu’il doit prendre en compte une contrainte supple´mentaire
d’assurance de portefeuille.
(e) Dans la cinquie`me et dernie`re section, nous explicitons l’expression
de la strate´gie optimale pour l’asset manager CRRA dans le cas le
plus ge´ne´ral ou` le benchmark est stochastique et ou` on suppose l’exis-
tence de plusieurs sources de risque actions.
(2) Dans le second chapitre de cette partie (chapitre 5), nous examinons en
quoi la prise en compte de contraintes de risque telles que celles e´tudie´es
dans la premie`re partie, qui correspondent a` un choix de fonction d’aver-
sion a` la perte continue, peut conduire a` une re´duction du conﬂit d’inte´reˆt
entre l’asset manager et l’investisseur de re´fe´rence.
(a) Dans la premie`re section, ge´ne´ralisant certains des re´sultats pre´sente´s
dans les sections pre´ce´dentes, nous explicitons l’expression de la ri-
chesse terminale optimale associe´e au proble`me de l’asset manager
HARA ”averse a` la sous-performance” et recevant une commission
de sur-performance.
(b) Dans la seconde section, nous plac¸ant dans le cadre du mode`le a`
deux actifs de B&S et dans le cas particulier ou` l’asset manager est
”CRRA loss averse”, nous de´rivons l’expression de la strate´gie dyna-
mique optimale correspondante.
(c) Le cas de la strate´gie dynamique optimale associe´e au proble`me
moyenne variance (fonction d’utilite´ quadratique) en pre´sence d’une
double contrainte de risque supple´mentaire est traite´ dans la dernie`re
section ; le crite`re du proble`me d’investissement inte`gre a` la fois une
contrainte d’aversion a` la sous-performance par rapport au seuil de
richesse cible 40 et e´galement une contrainte supple´mentaire d’assu-
rance de portefeuille 41.
39. Comme nous le verrons, ceci est e´quivalent a` faire l’hypothe`se que l’asset manager est
CRRA et qu’il rec¸oit des frais de gestion syme´triques incitatifs en plus des deux commissions de
gestion incitatives asyme´triques de´ja` mentionne´es.
40. Seuil de richesse cible au-dessus duquel l’asset manager rec¸oit une commission de
performance.
41. assurant la non-ne´gativite´ de la richesse ﬁnale de l’investisseur.

Premie`re partie
Allocation dynamique avec
contrainte de ”risk management”
Nous partons du constat que de nombreux investisseurs professionnels ont un
double objectif a` l’horizon d’investissement : atteindre une sur-performance par
rapport a` un portefeuille ”benchmark” d’une part, maitriser le niveau de risque de
sous-performance d’autre part.
En eﬀet, si cette proble´matique de gestion sous contrainte de benchmark et de
risque de sous-performance est typique de l’industrie de la gestion de fonds com-
muns de placement, on la retrouve aussi, sous des formes moins explicites, dans de
nombreux autres activite´s de gestion ﬁnancie`re :
– Dans le cadre de leur activite´s de gestion pour compte propre, les investis-
seurs institutionnels se doivent de de´ﬁnir des objectifs de rentabilite´ de leur
portefeuille d’actifs en phase avec un niveau de re´mune´ration minimum. De
plus, ils doivent pouvoir de´montrer qu’ils ont la maˆıtrise de l’e´valuation du
risque de sous-performance de leurs investissements, aﬁn de pouvoir faire face
dans n’importe quel sce´nario de marche´ a` leurs engagements de passif.
– Les produits de gestion de l’e´pargne retraite propose´s (”deﬁned contribution
pension plan”, PERP (Plan d’Epargne Retraite Populaire) et PERCO (Plan
d’Eparge Retraite Collectif) en France, ”Variable Annuities” aux Etats-Unis,
etc) cherchent a` re´pondre a` un double objectif des e´pargnants : maximiser
la performance des sommes investies successivement jusqu’a` l’horizon corres-
pond a` la date de de´part a` la retraite sous contrainte de protection progressive
d’une partie du capital accumule´.
Ainsi, nous nous proposons d’e´tudier, dans cette premie`re partie, le proble`me d’al-
location dynamique de l’asset manager averse a` la sous-performance ou, de fac¸on
alternative, de l’asset manager qui cherche a` imple´menter une gestion dynamique
de portefeuille sous contrainte d’un niveau pre´-de´ﬁni de risque de sous-performance.
En particulier, nous souhaitons analyser la question du choix d’une mesure de
risque asyme´trique. Cette question qui reveˆt une importance toute particulie`re pour
la gestion de portefeuille avec re´fe´rence a` un benchmark, reste, il nous semble, en-
core relativement inexplore´e dans la litte´rature traitant de proble`mes de gestion
dynamique de portefeuille.
En eﬀet, bien qu’a` premie`re vue, le proble`me d’optimisation dynamique corres-
pondant paraisse simple a` mode´liser (maximiser l’espe´rance de l’utilite´ de l’exce`s
de richesse par rapport au benchmark pour un niveau de risque de sous-performance
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donne´ 42), la question fondamentale de savoir comment expliciter ce risque de sous-
performance maximale reste a` ce jour encore relativement ouverte (voir, par exemple,
[Nawrocki, 1999]) et le champs d’analyse des implications de ce choix de mesure
de perte sur le comportement des investisseurs, dans un cadre dynamique, demeure
encore assez peu explore´.
Nous montrerons comment le choix implicite d’une mesure de risque de perte re-
lative 43 couple´e a` celui de la forme de la fonction d’utilite´, induit de la part des
investisseurs, des comportements d’aversion au risque tre`s diﬀe´rents.
En particulier, nous montrerons qu’une contrainte de sous-performance maximale
peut eˆtre de´ﬁnie de deux manie`res e´quivalentes et expliciterons formellement le lien
qui existe entre ces deux approches :
(1) Contrainte implicite de sous-performance :
Il s’agit du cas ou` la contrainte est donne´e implicitement a` travers le
choix d’une forme particulie`re de fonction d’utilite´ prenant en compte la
dissyme´trie souvent observe´e en pratique entre l’aversion pour le risque et
l’appe´tit pour le gain des investisseurs, relativement a` la cible de perfor-
mance.
Ce type de fonction d’utilite´ dissyme´trique prend en compte l’aversion de
l’investisseur a` la perte (”loss aversion”) par le biais d’un terme additionnel
dans son expression correspondant a` une fonction de perte ; ce qui per-
met d’introduire implicitement une mesure du risque de sous-performance
(”downside risk”) dans le proble`me d’investissement conside´re´.
Par exemple on peut citer le proble`me de ”minimisation de la semi-
variance” ; ce proble`me consiste a` minimiser , pour un objectif de ren-
dement ﬁxe´, la variance de l’e´cart ne´gatif de richesse par rapport a` la
cible de performance.
Ce proble`me peut aussi s’e´crire de manie`re e´quivalente comme celui de
l’investisseur qui cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa richesse, avec
pour de´ﬁnir ses pre´fe´rences, une fonction d’utilite´ discontinue au niveau
du seuil de richesse cible, et dont l’expression est de´rive´e de la fonction
42. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous supposerons dans les deux premiers chapitres de la the`se
que le benchmark s’identiﬁe a` une cible ﬁxe de richesse ﬁnale (i.e. un objectif de performance
pour le ge´rant). De plus, nous conside`rerons le niveau absolu de la richesse ﬁnale (sans re´fe´rence
a` la valeur du benchmark) comme variable du proble`me d’investissement.
Dans le cas ou` le benchmark est stochastique, le proble`me d’investissement conside´re´, e´crit
sur l’e´cart de richesse ﬁnale entre le portefeuille ge´re´ et le benchmark, est inde´pendant de la
valeur du benchmark. Ainsi, l’expression de la strate´gie optimale, dans le cas d’un benchmark
stochastique, s’obtient, par un simple changement de variable, de l’expression de la strate´gie
optimale obtenue sous l’hypothe`se d’un benchmark ﬁxe.
Le proble`me avec contrainte implicite de sous-performance maximale relative au niveau
d’un benchmark stochastique (i.e. contrainte non inde´pendante du choix de la forme du bench-
mark) sera traite´ dans la seconde partie de la the`se, ou` nous conside`rerons un asset manager
averse a` la sous-performance et recevant une incitation ﬁnancie`re a` la sur-performance.
43. A travers le choix de l’expression de la fonction de perte inte´gre´e a` la fonction d’utilite´ de
l’investisseur.
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d’utilite´ quadratique.
Seuls les niveaux de richesse infe´rieurs au niveau cible sont pe´nalise´s par
une mesure de perte quadratique qui est inte´gre´e a` la fonction d’utilite´ ;
au dessus du niveau cible, la fonction d’utilite´ est line´aire, ce qui traduit
la neutralite´ face au risque de l’investisseur.
(2) Contrainte explicite :
Il s’agit du cas ou` l’asset manager doit prendre en compte une contrainte
explicite de sous-performance dans le crite`re de son proble`me d’optimisa-
tion et cela de fac¸on inde´pendante du choix de sa fonction d’utilite´.
A titre d’exemple, il peut s’agir de contraindre la ”VaR” (Value At Risk)
du portefeuille a` l’horizon d’investissement (ce qui revient a` imposer une
contrainte sur le niveau de probabilite´ de perte maximum par rapport a`
la cible de performance). Cette contrainte peut eˆtre impose´e a` l’asset ma-
nager par l’investisseur ﬁnal, ou par un risk manager ou encore par une
entite´ de controˆle externe.
Par ailleurs, la conside´ration de la VaR comme mesure de risque, cou-
ramment utilise´e par les praticiens de la gestion de portefeuille et des
risques (gestion actif-passif, mesure du risque des strate´gies dites ”alter-
natives”, gestion de mandat pour institutionnels), nous permettra de la
comparer a` d’autres mesures du risques alternatives dans le cadre de la
the´orie classique du choix de portefeuille optimal en temps continu.
Cette premie`re partie est organise´e de la fac¸on suivante :
Dans le premier chapitre, nous mettrons en lumie`re l’impact de la prise en compte
de diﬀe´rentes mesures de perte asyme´triques dans le proble`me d’investissement de
l’asset manager HARA ou neutre au risque et qui est, de plus, averse a` la sous-
performance. Nous e´tablirons la correspondance qui existe entre les pratiques de
risk management (contraintes explicites de risque maximal de sous-performance) et
le proﬁl de l’asset manager averse a` la sous-performance (contraintes implicites de
pe´nalisation de la sous-performance inte´gre´es a` la fonction d’utilite´).
Dans le second chapitre, en guise d’alternative aux crite`re ”moyenne-downside risk”,
nous re´soudrons le proble`me ”moyenne-variance-downside risk” avec contrainte
supple´mentaire d’assurance de portefeuille, conside´rant implicitement deux mesures
de perte asyme´triques : la probabilite´ de perte et l’espe´rance de perte.
Dans le troisie`me et dernier chapitre, nous analyserons l’eﬀet de la prise en
compte d’un mode`le de taux stochastique (mode`le a` un facteur de type ’Vasicek’)
sur la strate´gie dynamique optimale suivie par l’investisseur HARA sous contrainte
de benchmark et, le cas e´che´ant, d’aversion a` la sous-performance.
CHAPITRE 1
Allocation dynamique avec aversion a` la
sous-performance
Nous e´tudions, dans ce chapitre, les proprie´te´s de la solution optimale du proble`me
d’investissement de l’asset manager ”HARA loss averse” et de l’asset manager
neutre au risque mais averse a` la sous-performance.
En particulier nous comparerons l’eﬀet de la prise en compte de plusieurs mesures
de perte asyme´triques (probabilite´ de perte, espe´rance de perte, semi-variance) et
diﬀe´rentes formes de contraintes de risque de sous-performance 1 sur le comporte-
ment d’investissement de l’asset manager.
1. Proble`me de l’asset manager averse a` la sous-performance
Dans cette section, nous pre´sentons les hypothe`ses sous-jacentes au mode`le de
marche´ ﬁnancier conside´re´ ainsi que la forme du proble`me d’investissement de l’as-
set manager ”loss averse” que nous cherchons a` re´soudre 2.
Nous nous inte´ressons a` deux fonctions d’aversion a` la sous-performance : la premie`re
pe´nalisant la sous-performance de manie`re uniforme et la seconde proportionnelle
au couˆt d’utilite´ de cette sous-performance.
Nous explicitons ensuite l’expression de la richesse terminale optimale correspon-
dant au proble`me conside´re´.
1. contrainte explicite supple´mentaire ou contrainte implicite inte´gre´e a` l’expression de la
fonction d’utilite´.
2. On supposera que l’asset manager cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa richesse ﬁnale
pour une forme ge´ne´rale de fonction d’utilite´ ”HARA loss averse” que nous pre´ciserons.
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1.1. Cadre Ge´ne´ral.
(1) Economie de marche´ conside´re´e
Nous conside´rons un ge´rant d’actifs ope´rant entre la date initiale d’in-
vestissement 0 et la date T (son horizon d’investissement) sur un marche´
ﬁnancier qui a les proprie´te´s suivantes :
– marche´ ﬁnancier ouvert en permanence, dans lequel les portefeuilles
sont rebalance´s de manie`re continue sans arbitrages possibles (hy-
pothe`ses d’AOA) et sans couˆts de transaction.
– marche´ ﬁnancier complet : n’importe quelle richesse terminale (comme
par exemple le ”pay-oﬀ” d’une option) peut eˆtre atteinte par une
strate´gie dynamique de re´plication.
Aﬁn de de´crire la structure ale´atoire et informationnelle du marche´ ﬁ-
nancier, nous supposons qu’il existe N sources de risques de´ﬁnies par un
mouvement brownien, de dimension, N, note´ Z =
(
Z1, . . . , ZN
)
, de´ﬁni
sur un espace de probabilite´ (Ω, F,P) ou` (Ω, F ) est un espace mesurable
et P une probabilite´ sur F . On suppose de plus que (Ω, F,P) est muni
d’une ﬁltration (Ft, 0 ≤ t ≤ T ) de´ﬁnie comme e´tant la ﬁltration naturelle
engendre´e par Z =
(
Z1, . . . , ZN
)
(2) Dynamique des actifs
Le marche´ est constitue´ de N+1 actifs :
L’actif dit ’ASR’, ’Actif Sans Risque’ ; localement sans risque, il s’in-
terpre`te comme un roll over d’un instrument du marche´ mone´taire, et
a pour rendement instantane´ :
dS0t /S
0
t = r(t)dt
ou r(t) est un processus qui repre´sente le taux court instantane´ en vigueur
sur le marche´ mone´taire.
Les N autres actifs sont risque´s et ont pour rendements instantane´s des
processus d’Itoˆ. Plus pre´cise´ment, on e´crit en notation vectorielle :
dSt = St(µ(t)dt+ σ(t)dZt)
ou` St = (S
1
t , . . . , S
N
t ) repre´sente le vecteur des N actifs risque´s,
µ(t) = (µj(t) ; j = 1 . . .N) repre´sente le vecteur des rendements moyens
instantane´s (taux court plus prime de risque) et ou` σ(t) = (σj k(t) ; j, k =
1 . . . N) repre´sente la matrice de co-volatilite´ des processus de rendements
instantane´s. Ainsi σσ
′
repre´sente la matrice de variance-covariance des
rendements instantane´s. Les processus r, µ, σ sont suppose´s adapte´s a` la
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ﬁltration Ft et satisfont aux conditions d’inte´grabilite´ classiques
3. De plus,
σ(t), est suppose´e inversible ; ce qui implique que le marche´ est complet
(puisque le nombre d’actifs risque´s est e´gal au nombre de mouvements
browniens conside´re´s).
(3) Ensemble des strate´gies conside´re´es
Une strate´gie de portefeuille est note´e (W,w), ou`{Wt}t≥0repre´sente le
processus de prix des portefeuilles et, {wt}t≥0, le vecteur des poids de la
richesse investie sur les N actifs risque´s (le poids sur l’A.S.R e´tant donne´
par 1− w′t 1 ou` 1 repre´sente le vecteur unite´ de dimension N).
On conside`re l’ensemble des strate´gies qui satisfont les proprie´te´s sui-
vantes :
– Autoﬁnancement : pas d’apport de richesse interme´diaire autre que
le gain, qui est toujours re´investi ; ce qui s’e´crit
dWt = Wt
{
(r(t) + w
′
t(µ(t) − r(t)1)dt+ w
′
tσ(t)dZt
}
– Admissibilite´ : la strate´gie procure une richesse terminale dont le
moment d’ordre 2 est ﬁni (on notera cet ensemble L2(P )). Dans
la suite, on notera A l’ensemble des strate´gies autoﬁnanc¸antes et
admissibles.
(4) Valorisation
Proprie´te´ de martingale des processus de prix sous la probabilite´ histo-
rique : le portefeuille intitule´ portefeuille ”nume´raire” par [Long, 1990] 4
que l’on note (H, h) est tel que pour toute strate´gie autoﬁnanc¸ante et
admissible, (W,w) ∈ A, la valeur du processus {Wt/Ht}t≥0 est une mar-
tingale sous la probabilite´ historique P, ce qui implique qu’on a Wt/Ht =
Et(WT /HT ).
3.
T∫
0
|µj(t)| dt < ∞, p.s. pour j=1,. . . ,N et
T∫
0
∣∣∣trace σ(t)σ(t)′ ∣∣∣ dt < ∞, p.s. voir
[Karatzas et al., 1987]
4. Le portefeuille ”nume´raire” est aussi appele´ portefeuille a` ”taux de croissance optimale”
(”growth optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond a` la strate´gie dynamique optimale
pour l’investisseur ”logarithmique” qui cherche a` maximiser l’espe´rance du taux de croissance
logarithmique de sa richesse terminale.
Sous nos hypothe`ses, on de´montre que le portefeuille ”nume´raire”, note´ (H,h), est donne´ par les
expressions suivantes :
ht =
(
σ(t)σ(t)
′)−1
(µ(t) − r(t)1) et, en notant le vecteur des prix de marche´ du risque
par λ(t) = σ(t)−1(µ(t) − r(t)1), Ht = exp
{
t∫
0
(r(s) + λ(s)
′
λ(s)/2)ds +
t∫
0
λ(s)
′
dZs
}
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1.2. Proble`me d’optimisation conside´re´.
(1) Proble`me d’optimisation
Le proble`me conside´re´ est celui de l’asset manager qui, e´tant donne´e la
structure de marche´ de´crite ci-dessus, cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e
de sa richesse terminale.
L’expression de ce proble`me dynamique est la suivante :
(D)
{
max
(W,w)∈ A
E(v(WT ))
s.a. W0= 1
Dans le cadre de l’hypothe`se de marche´ complet, ce proble`me peut se
re´duire au proble`me statique suivant (voir [Karatzas et al., 1987]) :
Proble`me 1.
(P1)
{
max
WT∈ L2(P )
E(v(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1
Ou v(.) de´signe la fonction d’utilite´ de l’investisseur dont nous pre´ciserons
la forme et les proprie´te´s dans les sections suivantes.
Ainsi la re´solution du proble`me dynamique en est simpliﬁe´e et s’eﬀectue
en deux temps :
– 1e`re phase : obtention de la richesse terminale optimale, solution
du proble`me statique correspondant (P1).
– 2ie`me phase : de´termination de la strate´gie ﬁnancie`re de re´plication
a` mettre en place qui permet d’atteindre la richesse terminale op-
timale dont l’expression a e´te´ trouve´e pre´ce´demment ; durant cette
phase qui sera de´crite dans les sections ulte´rieures, nous nous res-
treindrons, dans un souci de simplicite´, au mode`le a` deux actifs de
B&S (N = 1).
(2) Fonction d’utilite´ avec aversion a` la sous-performance
On suppose que la performance de l’asset manager est mesure´e par rap-
port a` un niveau de richesse cible de re´fe´rence qui est ainsi pe´nalise´ en cas
de sous-performance.
Comme nous l’avons de´ja` e´voque´, cette contrainte peut se traduire par
un couˆt ﬁnancier pour le ge´rant a` l’horizon d’investissement qui est fonc-
tion de l’e´cart de richesse entre la valeur ﬁnale des actifs du portefeuille
et celle du benchmark cible (fonds de pension sous capitalise´s (”underfun-
ded”) par exemple).
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Elle peut encore s’interpre´ter comme une contrainte de gestion du risque
relativement a` un benchmark impose´ a` l’asset manager (pratique courante
en gestion de portefeuille pour compte de tiers).
Aﬁn de prendre en compte ce facteur d’aversion a` la sous-performance
du ge´rant dans l’expression de sa fonction d’utilite´, nous conside´rons un
terme additionnel correspondant, a` un facteur pre`s, a` l’expression d’une
fonction de perte.
Ce qui introduit une dissyme´trie dans l’expression de la fonction d’uti-
lite´ distinguant la zone de sur-performance (richesse supe´rieure a` la ri-
chesse cible) de la zone de sous-performance ; plus pre´cise´ment, l’expres-
sion ge´ne´rale du type de fonction d’utilite´ conside´re´e est la suivante :
v(x) =
{
u(x)− C × L(x0, x, γ) si x < x0
u(x) si x ≥ x0
ou`
– u de´signe la fonction d’utilite´ de l’asset manager qui est neutre ou
averse au risque selon que u est une fonction line´aire ou` une fonc-
tion strictement croissante, strictement concave sur son domaine de
de´ﬁnition.
– C est une constante positive ou nulle qui de´signe le coeﬃcient
d’aversion a` la sous-performance,
– L(x0, x, γ) de´signe la fonction de perte, mesurant l’amplitude de la
sous-performance qui de´pend de la valeur de la richesse x, du ni-
veau de richesse cible, x0, et de la valeur du parame`tre d’aversion
au risque γ ; la fonction de perte, L(x0, x, γ), est mode´lise´e soit par
une fonction constante positive soit par une fonction de´croissante
de x qui prend des valeurs positives sur 0 ≤ x ≤ x0. Notons que si
L(x0, x0, a) > 0 alors la fonction de perte est discontinue au voisi-
nage de la richesse cible (c’est le cas en particulier de la fonction de
perte constante).
(3) Fonction d’utilite´ HARA ”loss Averse” (avec aversion a` la sous-performance)
Nous nous inte´ressons maintenant a` la classe de fonctions d’utilite´ HARA
(Hyperbolic Absolute Risk Aversion) car elle inclue la plupart des fonc-
tions d’utilite´ conside´re´es dans la litte´rature et en pratique.
Une fonction d’utilite´ HARA se caracte´rise par un coeﬃcient d’aver-
sion au risque absolu correspondant a` une fonction hyperbolique ; plus
pre´cise´ment, son coeﬃcient d’aversion absolue au risque,
RAbs(x) ≡ −u′′(x)/u′(x), ve´riﬁe RAbs(x) = 1/(x/γ+a) avec x/γ+a > 0.
Nous nous restreignons aux cas ou` le parame`tre d’aversion au risque γ
est non nul et diﬀe´rent de l’unite´ : γ ∈ R \ {0, 1} ; ce qui inclut en par-
ticulier le cas de la fonction d’utilite´ iso-e´lastique (ou fonction d’utilite´
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puissance) dont le coeﬃcient d’aversion relative est constant (’CRRA’)
ainsi que celui de la fonction d’utilite´ quadratique ; ces deux cas particu-
liers seront analyse´s plus en de´tail dans les sections suivantes.
Dans les deux autres cas restant, correspondant au choix d’une fonction
d’utilite´ logarithmique (pour γ ≡ 1) et d’une fonction d’utilite´ exponen-
tielle (pour γ → +∞), l’expression de la solution du proble`me (P1) s’ob-
tient de manie`re totalement similaire.
Remarquons que la valeur de la solution optimale du proble`me d’investis-
sement, dans ces deux cas particuliers, peut eˆtre obtenue nume´riquement
en conside´rant la limite pour γ → 1 (utilite´ logarithmique) et pour γ →
+∞ (utilite´ exponentielle) de l’expression de la solution optimale obtenue
avec la forme de fonction d’utilite´ que nous conside´rons (qui est expose´e
dans le cadre du the´ore`me 1 ci-dessous).
Pour γ ∈ R \ {0, 1}, la re´solution de l’e´quation diﬀe´rentielle ci-dessus
fournit l’expression de la fonction d’utilite´ HARA :
u(x) =
C1
1− γ
{
x
γ
+ a
}1−γ
+ C2 (1.1)
avec a > 0, C1 × γ > 0 et C2 ∈ R.
Enﬁn, nous conside´rons deux types de fonctions de perte :
– Une fonction de perte constante inde´pendante du niveau de sous-
performance qui pe´nalise les pertes de la meˆme fac¸on quelque soit
leur niveau : L1(x, x
0, γ) ≡ 1
– Une fonction de perte continue qui est proportionnelle au couˆt d’uti-
lite´ de la sous-performance : L2(x, x
0, γ) ≡ {u(x0)− u(x)}
Ce qui revient a` conside´rer les fonctions d’utilite´ HARA ”loss averse” sui-
vantes :
– Fonction d’utilite´ HARA discontinue au niveau du seuil de richesse
cible et avec fonction de perte constante :
v1(W ) = u(W )− C × 1{W<W 0} (1.2)
– Fonction d’utilite´ HARA continue (dont l’utilite´ marginale est dis-
continue) avec fonction de perte mesurant le couˆt d’utilite´ de la
sous-performance :
v2(W ) = u(W )− C ×
{
u(W 0)− u(W )}× 1{W<W 0} (1.3)
ou` u(x) est une fonction d’utilite´ HARA dont l’expression est de´ﬁnie par
l’e´quation (1.1), W de´signe la richesse de l’investisseur et W 0 la richesse
cible.
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(4) Expression de la richesse terminale optimale dans le cas d’une fonction
d’utilite´ HARA ”loss averse”
The´oreme 1. Sous les hypothe`ses de structure de marche´ de´crites
dans la section pre´ce´dente,
(a) 1er cas : si la fonction d’utilite´ est donne´e par l’expression (1.2),
alors la richesse terminale du proble`me (P1) est donne´e par l’expres-
sion suivante :
W ∗T =


I(k/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
I(k/HT ) si HT ≤ H
(1.4)
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ k/u′(W 0) et H est solution de l’e´quation suivante :
C = u(I(k/H))− (k/H)I(k/H)− u(W 0) + (k/H)W 0
ou` H < H.
(b) 2d cas : si la fonction d’utilite´ est donne´e par l’expression (1.3), alors
la richesse terminale du proble`me (P1) est donne´e par l’expression
suivante :
W ∗∗T =


I(k/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
I( k1+C /HT ) si HT ≤ H
(1.5)
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ k/ u′ (W 0), H ≡ (k/(1 + C))/ u′ (W 0).
Enﬁn, dans les deux cas, I(.) de´signe l’inverse de la fonction u′(.).
Les re´sultats du theore`me 1 montrent clairement ce qui distingue le ”pay-oﬀ” de
chacune des deux expressions ci-dessus : la richesse terminale, dont l’expression est
donne´e par (1.4), exhibe une discontinuite´ au niveau du seuil de richesse cible ; ce
qui n’est pas le cas de la richesse terminale correspondant a` la forme de fonction
d’utilite´ continue dont l’expression est donne´e par (1.5).
Nous allons a` pre´sent analyser plus en de´tail les proprie´te´s des strate´gies dyna-
miques correspondant a` plusieurs fonctions d’utilite´ conside´re´es dans la litte´rature
et notamment la fonction d’utilite´ CRRA (seconde section) et la fonction d’uti-
lite´ line´aire d’un agent a` la fois neutre au risque et averse a` la sous-performance
(troisie`me et dernie`re section) :
Prolongeant cette analyse dans le second chapitre, nous montrerons que le crite`re
moyenne variance (fonction d’utilite´ quadratique) e´tendu a` la prise en compte
de l’aversion a` la sous-performance peut remplacer avantageusement les crite`res
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Moyenne - Risque de Perte fonde´s sur les mesures de risques que sont les Moments
Partiels Infe´rieurs d’ordre 0 a` 2.
2. Investisseur CRRA ”loss averse”
Dans cette section, nous analysons le proble`me d’investissement de l’agent CRRA
(Constant Relative Risk Aversion) cherchant a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa
richesse ﬁnale avec prise en compte d’une contrainte explicite ou implicite sur le
niveau de risque de sous-performance.
Nous conside´rons plusieurs proble`mes d’optimisation dynamique avec contraintes
de risk management propose´s dans la litte´rature et analysons les proprie´te´s des
strate´gies dynamiques qui en de´coulent.
Nous montrons que ces proble`mes d’investissement avec contraintes de risk ma-
nagement peuvent eˆtre vus comme des cas particuliers du proble`me 1 de l’asset
manager HARA ”loss averse” de´ﬁni dans la section pre´ce´dente.
Nous apportons ainsi une pre´sentation uniﬁe´e de la gestion dynamique avec contrainte
de risk management et du proble`me de l’investisseur averse a` la perte ; ces deux ap-
proches se re´ve´lant parfaitement e´quivalentes a` un changement de parame´trisation
pre`s.
2.1. Contrainte de ”Value at Risk”.
Cette section est organise´e de manie`re suivante :
Nous rappelons les principales proprie´te´s de la strate´gie optimale du proble`me d’op-
timisation dynamique de portefeuille pour un investisseur CRRA avec contrainte ex-
plicite sur le niveau de probabilite´ de sous-performance (ou de manie`re e´quivalente
sur le niveau de la Value at Risk) propose´ par [Basak Shapiro, 2001] 5.
Nous montrons ensuite que ce proble`me s’identiﬁe a` un proble`me de maximisa-
tion de l’utilite´ espe´re´e de la richesse ﬁnale avec, pour traduire les pre´fe´rences de
l’investisseur en terme de risque, mais aussi d’aversion a` la sous-performance, une
forme de fonction d’utilite´ plus ge´ne´rale que la fonction d’utilite´ CRRA ; il s’agit
du proble`me d’optimisation conside´re´ dans la section pre´ce´dente dans le cas parti-
culier ou` l’investisseur est ”CRRA loss averse” avec une fonction de perte constante
(fonction d’utilite´ discontinue au niveau du seuil de richesse cible).
Ainsi, les deux proble`mes sont e´quivalents. Le choix de la valeur du parame`tre
d’aversion a` la sous-performance inte´gre´ a` l’expression de cette fonction d’utilite´
discontinue peut s’interpre´ter comme le choix d’un seuil de VaR impose´ a` l’asset
manager. Re´ciproquement, le proble`me d’allocation dynamique de portefeuille avec
5. [Basak Shapiro, 2001] re´solvent le proble`me de l’investisseur maximisant l’espe´rance
d’une fonction d’utilite´ de sa richesse terminale avec une contrainte supple´mentaire explicite de
type ”VaR” (Value at Risk) a` l’horizon d’investissement ; l’interpre´tation e´tant la suivante : l’in-
vestisseur est tenu d’inte´grer dans son programme d’optimisation une contrainte re´glementaire de
gestion du risque ou encore une contrainte impose´e par le ”risk manager”.
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contrainte VaR revient a` re´soudre celui d’un investisseur CRRA ”loss averse” dont
la fonction de perte est constante.
2.1.1. Strate´gie optimale avec contrainte ”VaR”.
[Basak Shapiro, 2001] conside`rent que la fonction d’utilite´ de l’investisseur est
strictement croissante, concave et exhibe une utilite´ marginale inﬁnie en 0 et une
utilite´ marginale qui converge vers 0 en +∞. Le cas de la fonction d’utilite´ CRRA
(Constant Relative Risk Aversion) comme cas particulier est ensuite propose´ pour
l’obtention de la strate´gie dynamique de re´plication ; son expression est la suivante :
u(x) =
x1−γ
1− γ
ou` γ repre´sente l’aversion relative (constante) au risque de l’investisseur,avec
γ ∈ ]0; +∞[ \ {1}
Le proble`me a` re´soudre s’e´crit :
Proble`me 2.
(P2)
{
max
WT∈ L2(P )
E(u(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =W0 et P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α
avec α une constante tel que α ∈ [0; 1],
avec W 0 la cible de richesse a` atteindre, ou` W 0 ≡ K × W0 et K ≥ 0 ; dans la
suite on supposera sans perte de ge´ne´ralite´ que W0 = 1.
Tout d’abord il est utile de faire quelques commentaires sur la contrainte impose´e
a` l’asset manager :
P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α avec α ﬁxe´
(1) Contrainte de sous-performance maximale
Remarquons tout d’abord que cette contrainte de risque peut eˆtre vue
comme une ge´ne´ralisation a` la fois du cas particulier de l’assurance de
portefeuille et de celui d’une contrainte de gestion du budget de risque :
Pour α ≡ 0 etW 0 ≡ K ≤ erT , on se rame`ne au proble`me avec contrainte
d’assurance de portefeuille : le ge´rant n’a pas le droit de sous-performer
et la contrainte s’e´crit : WT ≥ K p.s.
Pour α ∈ ]0%; 100%] et W 0 ≡ K ≤ erT , la contrainte s’apparente a`
une contrainte de budget de risque de sous-performance ; l’asset manager
est autorise´ a` prendre des risques sous la condition de respecter un seuil
de probabilite´ de sous-performance maximum de niveau α :
P (WT < K) ≤ α avec α ﬁxe´.
(2) Objectif de rendement cible minimum
Le cas d’une contrainte de sur-performance par rapport a` un rendement
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cible correspond a` α ∈ ]0%; 100%] etW 0 ≡ K > erT .
Par exemple (voir [Basak et al., 2003]), dans le cas ou` l’objectif de l’as-
set manager est d’obtenir un rendement exce´dentaire par rapport au taux
mone´taire, la contrainte s’e´crit :
P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α ⇔ P (RWT ≥ R0T ) ≥ 1− α
Ou encore P (RWT ≥ r + ε) ≥ 1− α
ou` on a pose´ : W 0 ≡ eTR0T ≡ e(r+ε)T ⇔ R0T ≡ r + ε ≡ Log(W0)/T , avec
ε > 0 et avec RWT ≡ Log(WT )/T .
(3) Expression de la contrainte en terme de niveau de VaR maximum
Il est inte´ressant de noter que cette contrainte peut s’exprimer en terme
de niveau maximum de VaR de la fac¸on suivante :
En supposant que W 0 < 1 et en imposant la contrainte suivante sur
le niveau de VaR :
V aRαT ≤ 1−W 0 ⇔ 1− V aRαT ≥ W 0
ou` V aRαT est de´ﬁnie implicitement par l’expression suivante :
P (WT − 1 ≥ −V aRαT ) ≡ 1− α,
on en de´duit l’expression de la contrainte du proble`me conside´re´ :
P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α.
Ainsi cette contrainte de risque peut s’exprimer en terme de limite maxi-
mum sur le niveau de VaR.
(4) Limite de l’interpre´tation en terme de VaR
Notons que cette comparaison avec la ”Value At Risk” doit eˆtre relati-
vise´e (voir [Cuoco et al., 2008]). En eﬀet nous conside´rons ici que la
contrainte VaR est ”e´value´e” une seule fois a` la date initiale, qu’elle ne
s’applique qu’a` l’horizon d’investissement entier (moyen ou long terme)
et qu’elle est donc insensible a` l’e´volution du portefeuille aux temps in-
terme´diaires.
Au contraire, comme le notent [Cuoco et al., 2008] qui citent [Jorion, 2001],
dans la pratique une contrainte de limite de risque de type ”VaR” doit
eˆtre re´-estime´e a` pas de temps re´gulier (quotidiennement pour les banques,
proposition du comite´ de Basle, Avril 1995, voir [Jorion, 2001], p. 64)
en se basant sur une pe´riode relativement courte qui correspond a` un in-
tervalle de temps moyen au cours duquel les poids du portefeuille restent
inchange´s ; par exemple, on peut conside´rer que cette pe´riode est de l’ordre
de un mois pour les ” mutuals funds ”, et de un jour pour la gestion de
bilan des banques (voir [Jorion, 2001], p. 117).
Cette contrainte doit donc eˆtre comprise non pas comme une mesure de
risque a` court terme mais plutoˆt comme une mesure de l’aversion a` la
sous-performance a` moyen/long terme correspondant a` celle de l’investis-
seur a` un horizon d’investissement donne´.
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En eﬀet, nous verrons dans la section suivante que le proble`me d’in-
vestissement avec contrainte explicite sur le seuil de probabilite´ de sous-
performance a` l’horizon d’investissement est e´quivalent a` celui de l’inves-
tisseur averse a` la sous-performance dont l’expression de la fonction d’uti-
lite´ est asyme´trique ; ainsi le gestionnaire cherchera a` re´pliquer la strate´gie
dynamique solution optimale du proble`me jusqu’a` l’horizon d’investis-
sement sans avoir a` eﬀectuer une nouvelle e´valuation de son parame`tre
d’aversion a` la sous-performance.
Proprie´te´ 1. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la richesse terminale optimale
du proble`me (P2) est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


I(k/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
I(k/HT ) si HT ≤ H
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ k/u′(W 0) et H solution de l’e´quation :
P (HT ≤ H) = α
avec H < H et ou` I(.) de´signe l’inverse de la fonction u’(.).
Dans le cas d’une fonction d’utilite´ CRRA, ce re´sultat s’exprime de la fac¸on sui-
vante :
Conse´quence 1. Dans le cas d’une fonction d’utilite´ CRRA, la richesse ter-
minale optimale du proble`me (P2) est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


(k/HT )
−1/γ
si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
(k/HT )
−1/γ si HT ≤ H
,
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1, avec H ≡ k(W 0)γ
et H solution de l’e´quation :
P (HT ≤ H) = α
ou` H < H.
On remarque que la contrainte P (WT ≥ W 0) ≥ 1 − α avec α ﬁxe´, se traduit
dans l’expression de la solution optimale par l’expression de H donne´e par P (HT ≤
H) = α, expression qui ne de´pend ni de la valeur de W 0, le niveau de performance
minimum cible, ni de γ, le niveau d’aversion au risque.
Autrement dit pour une valeur de α donne´e, quelque soit la valeur de W 0 et de γ,
l’intervalle de valeurs de H ou` il se produit une sous-performance reste identique ;
nous verrons dans la section suivante qu’il n’en est pas de meˆme si l’on conside`re
une parame´trisation non pas sur le niveau de α mais sur celui du parame`tre d’aver-
sion implicite de l’investisseur.
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Nous analysons a` pre´sent les proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale en
conside´rant le mode`le classique a` deux actifs de [Black Scholes, 1973] (dans la
suite B&S). Dans ce cadre, on fait l’hypothe`se de l’existence d’une seule source de
risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux) ; de plus, on suppose que tous les pa-
rame`tres servant a` de´crire la dynamique du prix des deux actifs ﬁnanciers (un actif
sans rique et un actif risque´) sont constants. L’univers d’investissement se compose
donc des deux actifs suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la
valeur a` la date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´
par
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement
brownien ge´ome´trique ; son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt+ σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux
court plus une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ − r) et σ de´signe sa
volatilite´ constante.
Compte tenu de l’hypothe`se de log-normalite´ du processus de prix de l’actif risque´,
qui implique en particulier la log-normalite´ du prix du portefeuille ”nume´raire” H 6,
on en de´duit que la valeur de la borne basse, note´e H, ﬁgurant dans l’expression
de la richesse terminale optimale, est donne´e par l’expression suivante :
H = e[(r+λ
2/2)T−d0λ
√
T ]
Avec d0, le quantile d’ordre 1− α de la loi Normale centre´e re´duite N(−d0) = α.
Ainsi la zone de valeurs ﬁnales du portefeuille nume´raire, H, ou` il se produit une
sous-performance ne de´pend que du niveau du taux sans risque, r, du prix de marche´
du risque, λ ≡ µ−rσ , de l’horizon d’investissement, T, et du niveau de probabilite´
de sous-performance maximale, α.
On de´montre facilement que la strate´gie dynamique de re´plication associe´e a` la ri-
chesse terminale optimale est la combinaison de strate´gies e´le´mentaires ayant pour
sous-jacent la strate´gie dynamique atteignant la richesse terminale H
1/γ
T qui cor-
respond a` la solution optimale du proble`me de [Merton, 1971] :
6. On rapelle que le portefeuille ”nume´raire” note´ (H, h) est aussi appele´ portefeuille ”log-
optimal” ou encore ”a` taux de croissance optimal” car il s’agit de la strate´gie dynamique solution
optimale du proble`me de maximisation de l’espe´rance du taux de croissance logarithmique de la
richesse terminale.
Dans le cadre du mode`le de B&S, le portefeuille ”nume´raire” s’identiﬁe a` une strate´gie dynamique
investissant un poids constant dans l’actif risque´, note´ h, qui est donne´ par l’expression suivante
h = π/σ2 ≡ λ/σ .
D’autre part, toujours sous les hypothe`ses du mode`le de B&S, sa dynamique de prix est de´crite
par un mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression est la suivante :
dHt/Ht = (r + λ2)dt + λdZt
ou de fac¸on e´quivalente par Ht = exp
{
(r + 1
2
λ2) t + λZt
}
.
Ce qui implique que Ht suit une loi log normale.
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(1) Une strate´gie d’assurance de portefeuille : acheteuse d’une obligation Ze´ro
Coupon et d’une option Call
(2) Une position vendeuse d’une option Put et d’une option put binaire
Plus pre´cise´ment, nous avons le re´sultat suivant,
Conse´quence 2. Dans le cas d’une fonction d’utilite´ CRRA, la valeur a` la
date t, de la strate´gie dynamique atteignant la richesse terminale, solution optimale
du proble`me (P2), que l’on notera, W ∗t , est donne´e par la formule suivante :
W ∗t = W0ZC(T−t)+C(yH∗t ,W 0, T−t)−P (yH∗t ,Wα, T−t)−(W 0−Wα)B(yH∗t ,Wα, T−t)
ou` C(yH∗t ,W 0, T − t) ( resp. P (yH∗t ,Wα, T − t), resp. B(yH∗t ,Wα, T − t)) de´signe
la valeur a` la date t, du Call europe´en (resp. du Put europe´en, resp. de l’option put
binaire) d’e´che´ance, T − t de strike W 0 (resp. Wα, resp. Wα) sur le sous-jacent
yH∗t et ZC(T − t) la valeur de l’obligation ”Ze´ro-Coupon” d’e´che´ance T − t 7,
avec H∗t de´signant la valeur a` la date t du portefeuille solution du proble`me de
Merton qui atteint la richesse ﬁnale (HT )
1/γ 8, et avec Wα ≡ yH1/γ , y ≡ k−1/γ et
Wα < W 0.
Finalement, on notera que dans le cadre du mode`le de Black & Scholes, il existe
une relation biunivoque entre la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du por-
tefeuille de Merton, H∗t et celle de l’actif risque´, Mt pris deux a` deux
9 ; ce qui nous
permet d’exprimer la valeur du portefeuille optimal en exce`s de celle du bench-
mark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ; proprie´te´ que nous utiliserons dans la suite
pour l’analyse de la strate´gie optimale.
On a repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.1), le ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale pour
l’asset manager cherchant a` re´soudre le proble`me (P2) 10, que l’on notera strate´gie
7. L’expression de C(Zt,X, T − t) est donne´e dans le cadre du mode`le Black & Scholes
(1973) par la formule suivante : C(Zt,X, T − t) = ZtN(d1(X)) + Xe−r(T−t)N(d2(X)) avec
d1(X) =
log(
Zt
X
)+(r+
(σ∗)2
2
)(T−t)
(σ∗)
√
T−t d2(X) = d1(X) − σ∗
√
T − t σ∗√T − t ≡√V ar (ln (ZT /Zt)) .
De plus pour Zt ≡ yH∗t , on en de´duit de l’expression de H∗t que σ∗ = λ/γ. Avec
les meˆmes notations, on a P (Zt,X, T − t) = Xe−r(T−t)N(−d2(X)) + ZtN(−d1(X)) et
B(Zt,X, T − t) = e−r(T−t)N(−d2(X)) et ZC(T − t) = e−r(T−t).
8. Le portefeuille (h∗,H∗) correspond a` une strate´gie dynamique investissant un poids
constant de la richesse dans l’actif risque´ qui est donne´ par l’expression suivante : h∗ ≡ (1/γ)h.
De plus, son processus de prix suit un mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression est la
suivante :
dH∗t /H∗t = (r + λ2/γ) dt + (λ/γ )dZt,
ou de fac¸on e´quivalente, H∗t = H∗0 exp
{
(r + (γ − 1/2) (λ/γ)2)t + (λ/γ)Zt
}
avec H∗0 = e
((1−γ)/γ) (r+λ2/2γ)T
9. En eﬀet, dans le cadre du mode`le de B&S, les proprie´te´s de transformation suivantes
permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de Merton,
H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement : on a, Ht = Ψ(t)(Mt)h avec
Ψ(t) ≡ e(r−λ(µσ−σ2 −λ2 ))t = e(1−h)(r+λ
2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
10. On de´signe par ”pay-oﬀ”, la courbe de valeur de la richesse terminale exprime´e en fonction
du niveau de l’actif risque´, note´ MT .
Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous l’hypothe`se du mode`le d’actifs de B & S, il existe
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Figure 1. Richesse Terminale - Strate´gie CRRA VaR - Probabi-
lite´ de sur-performance = 95% - W 0 = 100%
Les valeurs nume´riques des autres parame`tres sont les sui-
vantes : r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75% et T = 5 ;
ce qui donne λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%, et pour
W 0 = 100%, on trouve k = 70, 31%, H = 1, 30 et H = 0, 51,
Mmax = 1, 34 et MV aR = 0, 71.
Figure 2. Richesse Terminale - Strate´gie CRRA VaR - Probabi-
lite´ de sur-performance = 95% - W 0 = 100% et W 0 = 122%.
Les valeurs nume´riques des autres autres parame`tres sont
les suivantes : r = 4%, µ = 10%, σ = 20%,γ = 75% et T = 5 ;
ce qui donne λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%, et pour
W 0 = exp(rT ) = 122%, on trouve k = 55, 81%, H = 1, 80 et
H = 0, 51 et Mmax = 1, 6 et MV aR = 0, 71.
”CRRA VaR”, avec un niveau cible de richesse de W 0 = 100%.
une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle du
portefeuille nume´raire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe. En
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On notera l’eﬀet ”Casino” ou ”Gambling Eﬀect” illustre´ sur cette ﬁgure par le
fait que, dans l’intervalle de valeurs de l’actif risque´ en dessous du niveau cible (in-
tervalle de sous-performance), la courbe de richesse de la strate´gie ”CRRA VaR”
est situe´e en dessous de celle de la strate´gie optimale pour l’investisseur CRRA sans
aversion a` la perte, solution du proble`me de Merton (strate´gie ”CRRA Merton”).
Autrement dit, dans le cas d’un sce´nario de marche´ de´favorable, l’asset manager
subit une perte de richesse plus importante en suivant la strate´gie CRRA VaR (i.e.
avec un controˆle sur le niveau initial de la VaR) qu’en investissant dans le por-
tefeuille de Merton (i.e. strate´gie solution du proble`me de Merton) qui n’inte`gre
pas de contrainte de risque ; ce qui plaide clairement en de´faveur du choix de la
contrainte VaR comme contrainte de gestion du risque.
[Basak Shapiro, 2001] interpre`tent cet eﬀet par le comportement ”Joueur” de
l’investisseur ”CRRA VaR” : dans un intervalle de valeurs basses de l’actif risque´ ou`
l’investisseur ”CRRA VaR” garde l’espoir de pouvoir atteindre a` nouveau la valeur
cible de richesse, il sur-re´agit en augmentant son niveau d’exposition a` l’actif risque´
qui surpasse celui de l’investisseur CRRA sans contrainte.
Cet eﬀet ”Casino” s’explique quantitativement par la composante binaire de la
strate´gie optionnelle qui introduit une discontinuite´ dans le ”pay-oﬀ” de cette
strate´gie.
L’eﬀet du changement de la valeur cible de W 0 = 100% a` W 0 = exp(rT ) = 122%
est illustre´ sur la ﬁgure (Fig.2).
Dans la suite du chapitre, nous utiliserons ces meˆmes valeurs nume´riques des pa-
rame`tres pour les applications nume´riques.
2.1.2. Crite`re de maximisation de l’utilite´ espe´re´e de la richesse ﬁnale avec
fonction de perte constante.
Nous conside´rons a` pre´sent un investisseur ayant une fonction d’utilite´ CRRA et
qui, de plus, est averse a` la sous-performance par rapport a` une cible de richesse.
On suppose que son aversion a` la perte se traduit par la forme asyme´trique et dis-
continue de sa fonction d’utilite´ ; celle-ci exhibe une discontinuite´ au voisinage de
la cible de richesse :
v(x) =
{
x1−γ
1−γ −A si x < W 0
x1−γ
1−γ si x ≥ W 0
avec A > 0 le parame`tre d’aversion a` la sous-performance de l’investisseur, et
comme pre´ce´demment, avec γ le parame`tre d’aversion au risque de l’investisseur et
W 0 la cible de richesse a` atteindre.
Nous avons repre´sente´ graphiquement cette fonction d’utilite´ (que l’on note ”CRRA
Aversion”) et, a` titre de comparaison, la fonction d’utilite´ CRRA standard, sur la
ﬁgure (Fig.3) ci-dessous.
particulier, les valeurs seuils note´es Mmax et MV aR correspondent aux valeurs de l’actif risque´
qui s’obtiennent de celles de H et de H par cette transformation.
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Figure 3. Fonction d’utilite´ CRRA avec ou sans parame`tre d’aversion.
Le proble`me statique a` re´soudre s’e´crit :
Proble`me 3.
(P3)
{
max
WT∈ L2(P )
E(v(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1
avec v(W ) = u(W ) − A × 1{W<W 0} 11 ou` x → u(x) de´signe une fonction d’utilite´
CRRA (i.e. u(x) ≡ x1−γ1−γ avec γ ∈ ]0; +∞[ \ {1}) et ou` W 0 de´signe la cible de
richesse a` atteindre.
Proprie´te´ 2. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la richesse terminale optimale
du proble`me (P3) est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


(k/HT )
−1/γ si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
(k/HT )
−1/γ
si HT ≤ H
,
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1, avec H ≡ k(W 0)γ
et H solution de l’e´quation 12 :
γ
1− γ (k/H)
1−1/γ − (W
0)1−γ
1− γ + (k/H)W
0 = A
avec H < H.
11. il s’agit de l’expression donne´e dans l’e´quation (1.2) pour les fonctions d’utilite´ avec fonction
de perte constante conside´re´es dans le proble`me d’optimisation (P1) de la section 2. Ainsi, ce
proble`me correspond au proble`me (P1) dans le cas particulier ou` x → u(x) est la fonction d’utilite´
d’un agent CRRA (non averse a` la perte).
12. Il existe une relation biunivoque entre H et A > 0 donne´e par l’e´quation
A = u(I(k/H))− (k/H)I(k/H)− u(W 0) + (k/H)W 0
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Notons maintenant que le proble`me (P3) peut se re´-e´crire de la fac¸on suivante :
(P3)
{
max
WT∈ L2(P )
E(W γT /γ)−AP (WT ≤ W 0)
s.a. E(WT /HT ) =1
ou` P (WT ≤ W 0) s’interpre`te comme la mesure de risque a` minimiser/pe´naliser, et
correspond au Moment Partiel Infe´rieur d’ordre 0 :
P (WT ≤ W 0) = E
{(
Max
(
W 0 −WT , 0
))0} ≡ LPM(0,W 0,WT )
On en de´duit que ce proble`me est e´quivalent au proble`me (P2) et, pour un ni-
veau du parame`tre α a` de´ﬁnir, admet l’expression suivante :
(P2)
{
max
WT∈ L2(P )
E(W γT /γ)
s.a. E(WT /HT ) =1 et P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α(A) avecA ﬁxe´
Proprie´te´ 3. Si W ∗T est la solution du proble`me (P3)(A) avec A ve´riﬁant
A =
γ
1− γ (k/H)
1−1/γ − (W
0)1−γ
1− γ + (k/H)W
0
ou` k est tel que E(W ∗T /HT ) = 1 et ou` P (HT ≤ H) = α, alors W ∗T est aussi la
solution du proble`me (P2)(α) et re´ciproquement.
Ainsi le proble`me avec contrainte explicite ”VaR” peut s’interpre´ter comme celui
d’un agent averse a` la sous-performance ; i.e. un investisseur cherchant a` maximiser
une fonction d’utilite´ qui exhibe une dissyme´trie entre gain et perte et un proﬁl
discontinu au niveau du seuil de richesse cible.
Re´ciproquement, on peut interpre´ter le parame`tre d’aversion pour le risque A en
terme ﬁnancier en lui faisant correspondre une probabilite´ de perte maximum de
niveau α.
A titre illustratif, on a repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.4) ci-dessous la correspondance
de valeurs entre A et α pour les meˆmes valeurs nume´riques des parame`tres que
celles utilise´es dans les ﬁgures pre´ce´dentes.
Finalement, on a repre´sente´ sur la ﬁgure suivante (Fig.5) la valeur des deux ”strikes”,
Mmax et MV aR, correspondant aux deux bornes se´parant les trois intervalles de va-
leurs de l’actif risque´, M, pour lesquels la strate´gie optimale exhibe un ”pay-oﬀ”
diﬀe´rent 13, en fonction du niveau de sous-performance maximum, α.
On observe que pour les valeurs de α supe´rieures a` une valeur limite d’environ
33%, la valeur des deux ”strikes” se rejoint et la zone interme´diaire (de protection)
disparaˆıt ; en eﬀet, a` partir d’un seuil limite de probabilite´ (α∗ = P (HT ≤ H)), la
contrainte de protection ne joue plus dans le proble`me d’optimisation et la strate´gie
13. Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous les hypothe`ses du mode`le d’actifs de B & S,
il existe une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht
celle du portefeuille nume´raire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils note´es
Mmax et MV aR correspondent aux valeurs de l’actif risque´ qui se de´duisent de celles de H et H
par cette transformation.
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Figure 4. Niveau du coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance
(A) en fonction de la probabilite´ de sous-performance (α).
W 0 = 100% et γ = 75%.
Figure 5. Valeurs des ”strikes” (Mmax et MV aR) en fonction de
la probabilite´ de sous-performance (α).
W 0 = 100% et γ = 75%.
”CRRA VaR” s’identiﬁe avec la strate´gie CRRA sans contrainte.
A l’oppose´, quand α converge vers 0% (niveau maximum d’aversion) la strate´gie
”CRRA VaR” se confond avec la strate´gie ”CRRA PI” (cas ou` α = 0%), et la zone
interme´diaire de protection est alors maximale.
2. INVESTISSEUR CRRA ”LOSS AVERSE” 47
2.2. Contrainte ”Limited Expected Loss”.
Cette section est organise´e de la manie`re suivante :
Dans la premie`re sous section, nous analysons les re´sultats de [Berkelaar et al., 2004]
qui proposent un crite`re de maximisation de l’espe´rance d’une fonction d’utilite´
CRRA avec prise en compte de l’aversion pour la sous-performance ; nous mon-
trons qu’il s’agit du cas particulier du proble`me d’optimisation conside´re´ dans la
section 1 pre´ce´dente quand la fonction d’utilite´ est CRRA et la fonction de perte
est continue.
Dans la seconde sous-section, apre`s avoir rappele´ les principales proprie´te´s de la
solution optimale correspondant au crite`re ”LEL RM” (”Limited Expected Loss
Risk Management”) propose´ par [Basak Shapiro, 2001] 14, nous montrons que
ce proble`me s’identiﬁe au crite`re propose´ par [Berkelaar et al., 2004].
Autrement dit, il existe une relation biunivoque entre le parame`tre d’aversion a`
la sous-performance de l’investisseur ”loss averse” (dont le proble`me d’investisse-
ment est celui propose´ par [Berkelaar et al., 2004]) et le niveau de perte maxi-
male espe´re´e (niveau de ”LEL”) impose´ par le ”risk manager” a` l’investisseur du
proble`me d’investissement de [Basak Shapiro, 2001]) puisque ces deux investis-
seurs n’en font qu’un.
Enﬁn, dans la troisie`me sous-section, nous montrons que la mesure de risque conside´re´e
implicitement a` travers la contrainte ”LEL” s’interpre`te comme la mesure de risque
associe´e au ratio de Sharpe Omega de la strate´gie dynamique optimale du proble`me
sans contrainte (proble`me de [Merton, 1971]).
2.2.1. crite`re de maximisation de l’espe´rance d’utilite´ avec fonction de perte
non constante.
[Berkelaar et al., 2004] conside`rent une fonction d’utilite´ de type CRRA avec
prise en compte de l’aversion a` la perte ; partant d’une fonction d’utilite´ CRRA,
[Berkelaar et al., 2004] introduisent une discontinuite´ non pas dans l’expression
de la fonction d’utilite´ mais dans celle de la fonction d’utilite´ marginale. Ceci
leur permet de prendre en compte une dissyme´trie entre l’aversion pour la sous-
performance et l’appe´tit pour le gain de l’investisseur tout en conservant une fonc-
tion d’utilite´ continue au niveau du seuil de richesse cible. L’expression de cette
fonction d’utilite´ est la suivante :
v(x) =
{
Ax
1−γ
1−γ + (B −A) (W
0)1−γ
1−γ si x ≤ W 0
B x
1−γ
1−γ si x > W
0
14. [Basak Shapiro, 2001] conside`rent le proble`me de l’investisseur CRRA qui est soumis a`
une contrainte explicite de risque.
Cette contrainte revient a` imposer un seuil maximal sur la valeur pre´sente de l’espe´rance de sous-
performance a` l’horizon d’investissement. A noter que cette mesure de risque de type ”Expected
Loss” est tre`s proche du concept de la ”CVaR” (Conditional VaR), autre mesure de risque qui
est tre`s utilise´e par les professionnels du risk management comme alternative a` l’approche de la
”VaR”.
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ou` A > B > 0 (aversion pour la sous-performance), γ repre´sente l’aversion re-
lative (constante) au risque de l’investisseur et W 0 la cible de richesse a` atteindre.
Nous avons repre´sente´ graphiquement cette fonction d’utilite´ sur la ﬁgure (Fig.6)
ci-dessous.
Figure 6. Fonction d’utilite´ CRRA avec fonction de perte
continue (”CRRA Aversion Continue”), avec fonction de perte
constante (”CRRA Aversion”) et sans fonction de perte (”CRRA
standard”).
”CRRA Aversion” : A = 1, 59 ; ”CRRA Aversion continue” :
A = 5, 09, B = 1 et W 0 = 122%.
Notons tout d’abord que, contrairement au proﬁl discontinu de la fonction d’uti-
lite´ pre´sente´e dans la sous-section pre´ce´dente, la fonction d’utilite´ conside´re´e ici
est d’une part continue et, d’autre part, elle prend en compte l’amplitude de la
sous-performance en pe´nalisant la sous-performance de manie`re croissante avec le
niveau de perte atteinte.
Il est facile de voir que cette fonction d’utilite´ est un cas particulier de la famille
de fonctions d’utilite´ HARA ”loss averse” introduite dans la section 1 pre´ce´dente
et dont l’expression est donne´e par l’e´quation (1.3). En eﬀet, on peut e´crire,
v(x)/B =
{
x1−γ
1−γ − C × L(x,W 0, γ) si x ≤ W 0
x1−γ
1−γ si x > W
0
ou` C ≡ (A/B−1) de´signe le coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance et L(x,W 0, γ)
est la fonction de perte mesurant le couˆt d’utilite´ de la sous-performance :
L(x,W 0, γ) ≡
[
(W 0)1−γ − x1−γ]
1− γ
Ainsi, le niveau d’aversion a` la sous-performance de l’investisseur est une fonc-
tion croissante de la sous-performance enregistre´e ; en eﬀet, son aversion a` la sous-
performance est proportionnelle au couˆt d’utilite´ engendre´ par cette sous-performance.
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Le proble`me ”statique” de maximisation de l’utilite´ espe´re´ de la richesse ﬁnale,
peut donc s’e´crire, avec ce choix de fonction d’utilite´, de la fac¸on suivante :
Proble`me 4.
(P4)

 maxWT∈ L2(P )E(
W 1−γT
1−γ )− C × E
{
L(WT ,W
0, γ)1{WT<W 0}
}
s.a. E(WT /HT ) =1
ou` L(x,W 0, γ) ≡ [(W
0)1−γ−x1−γ ]
1−γ est la fonction de perte mesurant le couˆt d’utilite´
de la sous-performance par rapport a` la cible de richesse a` atteindre note´e W 0.
On a le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 4. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la richesse terminale optimale
du proble`me (P4) est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


( kB /HT )
−1/γ
si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
( kA/HT )
−1/γ
si HT ≤ H
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1, avec H ≡ (k/B)(W 0)γ
et avec H ≡ (k/A)(W 0)γ
On retrouve, comme pour la strate´gie ”CRRA VaR” analyse´e dans la section
pre´ce´dente, les deux cas limites suivants :
– Pour A → 0 (maximum d’aversion a` la sous-performance), la strate´gie solu-
tion du proble`me avec contrainte de protection du capital de niveau W 0.
– Pour A → B, la strate´gie solution optimale du proble`me de Merton, sans
contrainte d’aversion a` la sous-performance.
Remarquons que le ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale, est une fonction continue de
HT . Contrairement a` la strate´gie ”CRRA VaR”, la richesse terminale optimale du
proble`me (P4) n’est pas discontinue au niveau du seuil H ≡ (k/A)(W 0)γ 15.
On de´montre facilement que la strate´gie dynamique de re´plication associe´e a` la ri-
chesse terminale optimale est la combinaison de strate´gies plus e´le´mentaires ayant
pour sous-jacent, le portefeuille, solution optimale du proble`me de [Merton, 1971],
strate´gie dynamique atteignant la richesse terminale H
1/γ
T :
(1) Une strate´gie d’assurance de portefeuille : acheteuse d’une obligation Ze´ro
Coupon et d’une option Call
(2) Une position vendeuse d’une option Put
On a le re´sultat suivant :
15. ce seuil correspond a` la borne infe´rieure de l’intervalle de valeurs me´dianes de HT ou` il est
optimal pour l’investisseur de ge´rer passivement son portefeuille.
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Conse´quence 3. La valeur, a` la date t, de la strate´gie dynamique atteignant
la richesse terminale, solution optimale du proble`me (P4), que l’on notera, W ∗t , est
donne´e par la formule suivante :
W ∗t = W0 ZC(T − t) + C(yBH∗t ,W 0, T − t)− P (yAH∗t ,W 0, T − t)
ou` C(Zt,W
0, T − t) ( resp. P (Zt,W 0, T − t)) de´signe la valeur a` la date t, du Call
europe´en (resp. du Put europe´en) d’e´che´ance, T − t de strike W 0 sur le sous-jacent
Zt et ou` on a pose´ yA ≡ 1/(k/A)1/γ, et yB ≡ 1/(k/B)1/γ,
avec ZC(T − t) la valeur de l’obligation ”Ze´ro-Coupon” d’e´che´ance T − t,
et avec H∗t la valeur a` la date t du portefeuille solution du proble`me de Merton
qui atteint la richesse ﬁnale (HT )
1/γ .
On notera la diﬀe´rence avec l’expression, obtenue dans la section pre´ce´dente, pour
la strate´gie dynamique ”CRRA VaR” : la strate´gie dynamique optimale correspon-
dant au proble`me (P4) ne comporte plus de position investie sur une option binaire
qui traduisait la discontinuite´ du ”pay-oﬀ” de la strate´gie dynamique ”CRRA VaR”.
Finalement on notera que l’ine´galite´ A < B, implique par voie de conse´quence que
cette strate´gie dynamique est, comme l’e´tait la strate´gie ”CRRA VaR”, re´ductrice
du niveau de VaR par rapport a` la strate´gie sans contrainte du proble`me de Merton.
2.2.2. Strate´gie optimale avec contrainte ”LEL”.
[Basak Shapiro, 2001] proposent en guise d’alternative a` la contrainte de risque
base´e sur le seuil de VaR, une contrainte base´e sur une autre mesure de risque non
syme´trique, le moment partiel infe´rieur d’ordre 1 qu’ils de´signent sous le nom de
contrainte ”Limited Expected Loss” ; en eﬀet, cette mesure enrichit l’analyse du
risque en tenant compte non pas seulement de la probabilite´ de perte mais aussi de
son amplitude ; la contrainte conside´re´e s’exprime de la fac¸on suivante :
E
[
(1/HT )(W
0 −WT )1{WT≤W 0}
] ≤ ε
avec ε ≥ 0 ﬁxe´.
Cette contrainte de risque peut s’exprimer ainsi : la valeur pre´sente (sous la pro-
babilite´ historique) de la sous-performance a` l’horizon d’investissement doit eˆtre
infe´rieure a` un seuil donne´, note´ .
Tout d’abord, il parait inte´ressant de montrer que cette contrainte est tre`s proche
de la mesure de risque appele´ ”CVaR” (Conditional VaR ou encore Mean Excess
Loss) plus connue dans la pratique :
En eﬀet, la CVaR(α), a` un horizon T donne´, peut se de´ﬁnir comme la moyenne de la
future sous-performance au-dela` de la VaR correspondant a` un seuil de probabilite´
α donne´ (par exemple α = 5%) et note´e VaR(α) :
CV aR(α) = (1/α) ∗E [((1 −WT )− V aR(α))1{(1−WT )≥V aR(α)}]
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ou` la valeur de V aR(α) est de´termine´e implicitement par l’e´quation suivante :
P (1 −WT ≤ V aR(α)) = 1− α avec α ∈ [0, 1]
En posant V aR(α) = 1−W0, on obtient l’expression suivante :
CV aR(α) = (1/α) ∗ E [(W 0 −WT )1(W 0≥WT )] avec α ﬁxe´
Ainsi la contrainte impose´e par ces auteurs est bien similaire a` une contrainte de
niveau maximum sur la CvaR (au terme d’actualisation 1/HT pre`s).
De plus, il est inte´ressant de noter que :
E
[
(1/HT )(W
0 −WT )1{WT≤W 0}
]
= E
[
(1/HT )(W
0 −WT )
∣∣WT ≤ W 0]P (WT ≤ W 0)
Ce qui signiﬁe que la contrainte pe´nalise non seulement la probabilite´ de sous-
performance (comme le crite`re de type VaR) mais aussi un niveau e´leve´ de sous-
performance sachant qu’il y a une sous-performance.
En revanche, ce n’est pas le cas de la CVaR, dont la valeur ne de´pend que du
niveau de perte conditionnellement a` une sous-performance par rapport a` la cible ;
en eﬀet on a :
CV aR(α) = (1/α) ∗ E [(W 0 −WT )1(W 0≥WT )]=E [ (W 0 −WT )∣∣WT ≤ W 0]
puisque par construction on a P (WT ≤ W 0) = α
Revenons maintenant au proble`me d’optimisation propose´ par [Basak Shapiro, 2001] :
Proble`me 5.
(P5)

 maxWT∈ L2(P )E(
W 1−γT
1−γ )
s.a. E(WT /HT ) =1 et E
[
(1/HT )(W
0 −WT )1{WT≤W 0}
] ≤ ε avec ε ≥ 0 ﬁxe´
Avec W 0 la cible de richesse a` atteindre.
Proprie´te´ 5. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la richesse terminale optimale
du proble`me (P5) est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


(k1/HT )
−1/γ
si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
((k1 − k2)/HT )−1/γ si HT ≤ H
ou` H ≡ (k1)(W 0)γ et H ≡ (k1 − k2)(W 0)γ avec k1 ≥ 0 et k2 ≥ 0 ve´riﬁant le
syste`me d’e´quations suivant :
{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1 (e´quation de budget)
E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)≤W 0}
]
= ε ou k2 = 0
Nous en de´duisons le re´sultat d’e´quivalence suivant :
52 1. ALLOCATION DYNAMIQUE AVEC AVERSION A` LA SOUS-PERFORMANCE
Proprie´te´ 6. Si W ∗T est la solution du proble`me (P4)(A,B) avec A et B
ve´riﬁant A = k/(k1 − k2) et B = k/k1 ou` k1 et k2 sont solutions du syste`me
d’e´quations suivant :{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)≤W 0}
]
= ε ou k2 = 0
Alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P5)(ε) et re´ciproquement
Nous nous plac¸ons a` nouveau dans le cadre restreint du mode`le de B & S a` deux
actifs 16.
Ce qui nous permet en particulier d’exprimer la valeur du portefeuille optimal
en exce`s de celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ; proprie´te´ que nous
utiliserons dans la suite pour l’analyse de la strate´gie optimale ; en eﬀet, comme
on l’a de´ja` mentionne´, il existe, dans le cadre du mode`le de Black & Scholes, une
relation biunivoque entre la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, et celle de l’actif
risque´, Mt, ou encore, entre celle du portefeuille de Merton, H
∗
t
17, et Mt
18.
On a repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.7), le ”pay-oﬀ” de cette strate´gie 19 que l’on
nommera ”CRRA LEL” et a` titre de comparaison celui de la strate´gie solution op-
timale du proble`me avec contrainte VaR (strate´gie ”CRRA VaR”) et du proble`me
16. L’univers d’investissement se compose des deux actifs suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la valeur a` la
date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´ par
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout autre actif
action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement brownien ge´ome´trique ;
son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt + σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux court plus
une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ− r) et σ de´signe sa volatilite´ constante.
17. On rappelle que dans le cadre du mode`le de B&S, le portefeuille (h∗, H∗) s’identiﬁe a` une
strate´gie dynamique a` poids constant donne´ par l’expression suivante : h∗ ≡ (1/γ)h.
De plus, son processus de prix suit un mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression est la
suivante :
dH∗t /H∗t = (r + λ2/γ) dt + (λ/γ )dZt,
ou de fac¸on e´quivalente, H∗t = H∗0 exp
{
(r + (γ − 1/2) (λ/γ)2)t + (λ/γ)Zt
}
avec H∗0 =
e((1−γ)/γ) (r+λ
2/2γ)T
18. En eﬀet, dans le cadre du mode`le de B&S, les proprie´te´s de transformation suivantes
permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de Merton,
H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement : on a Ht = Ψ(t)(Mt)h avec
Ψ(t) ≡ e(r−λ(µσ−σ2 −λ2 ))t = e(1−h)(r+λ
2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
19. On rappelle que nous de´signons par ”pay-oﬀ”, la courbe de valeur de la richesse terminale
exprime´e en fonction du niveau de l’actif risque´, note´ MT .
Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous l’hypothe`se du mode`le d’actifs de B & S, il existe
une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle du
portefeuille nume´raire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe.
En particulier, les valeurs seuils (note´es Mmax et Mmin) correspondent aux valeurs de l’actif
risque´ qui s’obtiennent de celles de H et H par cette transformation.
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sans contrainte (strate´gie ”CRRA Merton”).
Figure 7. strate´gies optimales ”CRRA LEL” (espe´rance de
sous-performance  = 5%), ”CRRA VaR” (probabilite´ de sous-
performance α = 5%) et ”CRRA Merton”.
Les valeurs nume´riques sont les suivantes : r = 4%, µ = 10%,
σ = 20%, γ = 75% et T = 5 ;
”CRRA VaR” (CRRA aversion discontinue) : α = 5% ⇔ A =
1, 59 ;
”CRRA LEL” (CRRA aversion continue) :  = 5% ⇔ A = 5, 09
avec B = 1 et W 0 = 122%, et on trouve, avec les valeurs ci-
dessus des parame`tres : k = 214, 63%, H = 2, 49 et H = 0, 49,
Mmax = 2, 06 et Mmin = 0, 69.
On observe sur la ﬁgure (Fig.7) que l’eﬀet ”Casino” de la strate´gie ”CRRA VaR”
n’est plus pre´sent ; dans la zone de valeurs ”basses” du portefeuille sous-jacent, pour
laquelle la richesse terminale est infe´rieure au niveau de richesse cible, la courbe de
la strate´gie ”CRRA LEL”(en bleue) est au-dessus de celle de la strate´gie standard
CRRA, solution du proble`me de Merton (courbe violette).
De plus il n’y a plus non plus, contrairement a` la strate´gie ”CRRA VaR” (courbe
rouge) de discontinuite´ entre l’e´tat interme´diaire de richesse et l’e´tat des valeurs de
richesses infe´rieures au niveau cible.
L’eﬀet du changement de valeur cible de W 0 = 100% a` W 0 = 122% est illustre´
sur la ﬁgure (Fig.8).
On remarque que, dans un intervalle de valeurs basses a` me´dianes du sous-jacent,
la courbe des valeurs ﬁnales de la strate´gie ”CRRA LEL” pour W 0 = 122, 14% est
au-dessus de celle correspondant a` une cible de richesse plus basse, W 0 = 100%.
Ainsi, le comportement de l’investisseur ”CRRA LEL” paraˆıt cohe´rent avec la
re´alite´ observe´e : en cas de sce´nario de´favorable, celui-ci aura un besoin de pro-
tection d’autant plus fort que sa cible de richesse ﬁnale est e´leve´e ; ce qui n’e´tait
pas le cas de l’investisseur ”CRRA VaR”.
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Figure 8. Strate´gies optimales ”CRRA LEL” -  = 5%
- W 0 = 122%, W 0 = 100% et W 0 = 0% (strate´gie ”CRRA
Merton”).
Les valeurs nume´riques des autres parame`tres sont les sui-
vantes : r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75% et T = 5 ;
PourW 0 = 100%, on trouve k = 142, 03%,H = 1, 42 et H = 0, 53,
Mmax = 1, 42 et Mmin = 0, 73 ;
Pour W 0 = 122%, meˆmes valeurs de k, H , H , Mmax et Mmin
que pour la ﬁgure (Fig.7).
2.2.3. Expression de la mesure de perte ”LEL” de la strate´gie optimale.
Nous avons vu pre´ce´demment que la mesure du risque de sous-performance as-
socie´e a` la strate´gie optimale du proble`me ”CRRA VaR” se ramenait au simple
calcul de la probabilite´ de sous-performance de l’actif H∗ en dessous d’un seuil
(correspondant implicitement au couˆt d’acquisition d’une option binaire de couver-
ture).
Nous montrons maintenant un re´sultat inte´ressant en terme d’analyse du risque pris
par l’investisseur ”CRRA LEL” : la valeur de l’expression de la mesure du risque
de sous-performance associe´e au crite`re ”CRRA LEL”, note´e ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ),
correspond a` la valeur d’une option Put de ”couverture” e´crite sur le sous-jacent
H∗.
Nous e´nonc¸ons ce re´sultat de fac¸on de´taille´ dans la proprie´te´ qui suit :
Proprie´te´ 7.
La mesure du risque de sous-performance pour le crite`re CRRA LEL note´e,
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ), correspond au couˆt d’acquisition d’une option ”Put” de couver-
ture contre la sous-performance de l’actif H∗ (a` une constante multiplicative pre`s
yA) et s’identiﬁe a` la mesure de risque associe´e au ratio de ”Sharpe Omega” du
portefeuille H∗ pour le niveau de richesse cible, W 0.
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Preuve de la proprie´te´ 7.
Par de´ﬁnition, on a ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) ≡ E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)≤W 0}
]
.
De l’expression de W ∗T donne´e par la proprie´te´ (5), on en de´duit que :
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = W0e
−r(T−t) + C(yBH∗0 ,W
0, T )− E [(1/HT )W ∗T (k1, k2)]
soit encore, ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = P (yAH
∗
0 ,W
0, T )
ou` C(Zt,W
0, T − t) (resp. P (Zt,W 0, T − t)) de´signe la valeur, a` la date t, du Call
europe´en (resp. Put europe´en) d’e´che´ance T − t, de strike W 0 sur le sous-jacent Zt,
et ou` on a pose´ yA ≡ 1/(k1 − k2)1/γ et yB ≡ 1/(k1)1/γ .

Ce re´sultat permet de simpliﬁer l’e´nonce´ de la proprie´te´ (6) de la fac¸on suivante :
Conse´quence 4. Si W ∗T est la solution du proble`me (P4)(A)avec A = k1/(k1−
k2)
20 ou` k1 et k2 sont solutions du syste`me d’e´quations suivantes :{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
P (yAH
∗
0 ,W
0, T ) = ε ou` k2 = 0
Alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P5)(ε) et re´ciproquement.
Autrement dit, en choisissant une valeur de A qui corresponde a` une valeur de
l’option Put e´gale a`  (tel que P ((A/k)1/γ ×H∗0 ,W 0, T ) = ε), le proble`me (P4)(A)
s’analyse comme celui d’un investisseur CRRA avec une contrainte explicite de type
”Limited Expected Loss” (proble`me (P5)(ε)).
On a repre´sente´ sur le graphique (Fig.9) la correspondance, pour γ et W 0 ﬁxe´s,
et pour diﬀe´rentes valeurs de WT , entre le niveau d’aversion a` la perte,
LossAversion(C,W 0,WT , γ) ≡ C × L(W 0,WT , γ), et la valeur du parame`tre .
On retrouve, pour une valeur de  suﬃsamment e´leve´e (supe´rieure a` 22% dans
l’exemple d’application nume´rique traite´), le cas de la solution du proble`me de
Merton sans contrainte qui correspond a` A = 1.
D’autre part, on remarque que plus la valeur du parame`tre,  est basse, plus l’e´cart
du niveau d’aversion a` la sous-performance obtenu pour deux valeurs de richesse
ﬁnales distinctes est e´leve´.
A titre comple´mentaire, on a repre´sente´, sur la ﬁgure (Fig.10), en fonction du
niveau du parame`tre de risque maximum , la valeur prise par chacun des deux
”strikes” (note´ Mmax et Mmin) correspondant aux deux bornes se´parant les trois
intervalles de valeurs de l’actif risque´, M, pour lesquels la strate´gie optimale exhibe
20. On peut supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, que B = 1 et le proble`me (P4)(A,B) ne de´pend
plus du parame`tre B.
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Figure 9. LossAversion(C,W 0,WT , γ) en fonction de 
W 0 = 100%, γ = 75%, et WT = 50%, 80% ou 95% .
un ”pay-oﬀ” diﬀe´rent 21.
Figure 10. Valeurs des ”strikes” (Mmax et Mmin) en fonction de
la probabilite´ de sous-performance (α).
W 0 = 100% et γ = 75%.
En conclusion, le proble`me avec contrainte de risque explicite ”LEL” peut aussi
s’interpre´ter comme celui de l’investisseur averse a` la perte qui cherche a` maximiser
une fonction d’utilite´ continue prenant en compte un couˆt d’utilite´ supple´mentaire
lie´ a` l’amplitude de la sous-performance.
Re´ciproquement, on peut interpre´ter le choix du niveau d’aversion a` la perte de
21. Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous les hypothe`ses du mode`le d’actifs de B & S, il
existe une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle
du portefeuille nume´raire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils note´es Mmax
et Mmin correspondent aux valeurs de l’actif risque´ qui s’obtiennent de celles de H et H par cette
transformation.
2. INVESTISSEUR CRRA ”LOSS AVERSE” 57
cet investisseur en terme ﬁnancier en lui faisant correspondre le choix d’une mesure
de risque portant sur la valeur d’une option ”Put” de couverture associe´e au ratio
Sharpe Omega.
2.3. Conclusion de la section.
Dans cette section, nous avons revisite´ la litte´rature portant sur les proble`mes de
choix d’allocation dynamique de portefeuille avec contrainte de gestion du risque
et apporte´ les contributions suivantes :
Nous avons montre´ les deux re´sultats d’e´quivalence suivants :
Le proble`me (P3) de l’investisseur ”CRRA Loss Averse”, avec une fonction d’uti-
lite´ CRRA ge´ne´ralise´e qui pe´nalise de manie`re uniforme la perte (forme de fonction
d’utilite´ discontinue), est e´quivalent au proble`me (P2) de l’investisseur CRRA ayant
une contrainte de risque explicite de type ”Value at Risk” a` son horizon d’investis-
sement.
Le proble`me (P4) de l’investisseur ”CRRA Loss averse”, avec une fonction d’utilite´
CRRA ge´ne´ralise´e qui pe´nalise la perte en fonction du couˆt d’utilite´ engendre´ par
cette perte (forme de fonction d’utilite´ continue), est e´quivalent au proble`me (P5)
de l’investisseur CRRA ayant une contrainte explicite de type ”Limited Expected
Loss” a` son horizon d’investissement.
De plus, nous avons mis en lumie`re le fait que l’expression de la contrainte de
perte de la strate´gie optimale admet, selon la mesure de perte conside´re´e, des pro-
prie´te´s diﬀe´rentes :
(1) Cas de l’investisseur averse a` la perte avec proﬁl de gain discontinu :
Dans le cas du proble`me (P2), le niveau de risque de perte de la strate´gie
optimale, i.e. p(W ∗T < W
0), s’identiﬁe a` la probabilite´ de perte du porte-
feuille de ”croissance optimale” en dessous d’un certain seuil note´ H.
L’expression du seuil H est fonction des parame`tres de marche´ et du
niveau de probabilite´ de perte conside´re´ ; en revanche, il est inde´pendant
du niveau de richesse cible (i.e. parame`tre W 0 de notre mode`le), et du
niveau d’aversion au risque de l’investisseur (i.e. parame`tre γ).
La constante d’aversion a` la perte du proble`me (P3) et la valeur du seuilH
sont lie´s par une correspondance bi-univoque qui de´pend des parame`tres
W 0 et γ.
(2) Cas de l’investisseur averse a` la perte avec proﬁl de gain continu :
Dans le cas du proble`me (P5), le niveau de risque de perte de la strate´gie
optimale, i.e e(W ∗T ), s’identiﬁe au couˆt d’acquisition d’une option ”Put”
de couverture contre la sous-performance relativement a` la valeur cible
de richesse W 0, du portefeuille sous-jacent de type ”Merton”. Il s’agit de
la mesure de perte associe´e au ratio de Sharpe Omega de ce portefeuille
pour le niveau de richesse cible W 0.
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Cette mesure de perte de´pend de la valeur des parame`tres W 0 et γ. De
plus, contrairement a` l’investisseur avec contrainte explicite de type VaR
(i.e. proble`me (P2)), la probabilite´ de sous-performance de la strate´gie op-
timale de l’investisseur avec contrainte ”LEL” (i.e proble`me (P5)) de´pend
implicitement de la valeur de la richesse cible, de la valeur du parame`tre
d’aversion au risque mais aussi du niveau d’espe´rance de perte conside´re´e.
3. Investisseur ”loss averse” et neutre au risque
Nous nous inte´resserons, dans cette section, aux mesures de risque ”downside risk”,
i.e. Probabilite´ de Perte, Espe´rance de Perte ou Semi-Variance, qui ont e´te´ pro-
pose´es dans la litte´rature en guise de mesures alternatives a` la Variance.
Nous rappellerons les principales proprie´te´s des strate´gies solutions des proble`mes
de maximisation de l’utilite´ espe´re´e d’un agent loss averse neutre au risque ; ces
proble`mes d’investissement traduisant un arbitrage entre espe´rance de gain et ”down-
side risk” (Moments Partiels Infe´rieurs d’ordre 0 a` 2) ont e´te´ propose´s par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000].
Nous conside´rons ensuite les proble`mes similaires de maximisation de l’espe´rance
de la richesse ﬁnale sous contrainte explicite de ”downside risk” et montrons quelle
relation d’e´quivalence lie le choix de la valeur du parame`tre d’aversion a` la perte
de l’agent correspondant au proble`me de [Berkelaar Kouwenberg, 2000] avec
celui du niveau de ”downside risk” correspondant au proble`me avec contrainte ex-
plicite.
3.1. Cadre ge´ne´ral : le crite`re ”Moyenne / Downside Risk”.
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] e´tudient le proble`me de maximisation de l’espe´rance
d’utilite´ d’un agent averse a` la perte cherchant a` arbitrer entre espe´rance de per-
formance et risque de sous-performance.
Ces crite`res qui consistent, pour un niveau d’espe´rance donne´e, a` pe´naliser la partie
de la distribution des richesses en dessous de la cible, se fondent, d’une part, sur
des mesures de risque de perte assez populaires, les mesures ”downside risk” (telles
que la probabilite´ de perte, l’espe´rance de perte, ou la semi-variance) et, d’autre
part, sur le choix d’une fonction d’utilite´ line´aire pour la mesure de l’aversion au
risque standard.
Le proble`me d’investissement correspondant est le suivant :
Proble`me 6.
(P6)
{
max
WT∈ L2(P )
E(WT )− A× LPM(γ,W 0,WT )
s.a. E(WT /HT ) =1
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avec LPM(γ,W 0,WT ) = E
{(
Max
(
W 0 −WT , 0
))γ}
qui de´signe le moment par-
tiel infe´rieur (note´ ”LPM” pour ”Lower Partial Moment”),
avec γ ≥ 0, l’ordre du moment repre´sentant l’attitude au risque de l’investisseur,
A, le coeﬃcient d’aversion a` la perte de l’investisseur et W 0 la cible de richesse a`
atteindre.
Remarquons que le proble`me (P6) peut se traduire en terme de maximisation de
l’utilite´ espe´re´e de l’investisseur ayant une fonction d’utilite´ inte´grant dans son ex-
pression une fonction de perte (i.e. mesurant l’aversion a` la perte) ; l’expression de
cette fonction d’utilite´ est la suivante :
v(x) =
{
x− A(W 0 − x)γ si x ≤ W 0
x si x > W 0
Nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.11) ci-dessous, les valeurs prises par cette
fonction d’utilite´ pour les trois diﬀe´rentes valeurs du parame`tre γ conside´re´es (i.e.
0,1 ou 2).
Figure 11. Fonctions d’utilite´ ”Moyenne / Downside Risk”.
A = 2, W 0 = 122%, γ = 0, γ = 1 ou γ = 2.
Comme l’illustre la ﬁgure (Fig.11), selon le choix du parame`tre γ, la sensibilite´
au risque de l’investisseur est tre`s diﬀe´rente :
– Pour les deux plus faibles valeurs de γ (γ = 0, γ = 1), l’investisseur est tre`s
sensible a` de faibles de´viations en dessous de la richesse cible, tandis que
pour γ = 2, l’investisseur sera d’avantage pre´occupe´ par les variations plus
larges (prise en compte de l’amplitude de la sous-performance).
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– En dessous du seuil de richesse cible W 0, l’investisseur sera risque-neutre
pour γ = 0, γ = 1 (fonction d’utilite´ line´aire), ce qui implique un compor-
tement ”joueur” pour l’investisseur (c’est l’eﬀet ”Casino” de´ja` de´crit pour
la strate´gie ”CRRA VaR”) qui est preˆt, en cas de sous-performance in-
terme´diaire, a` prendre plus de risque, dans l’espoir de pouvoir minimiser
sa perte. Au contraire il sera risque averse pour γ = 2 mais avec une aversion
relative au risque croissante, ce qui ge´ne`re encore une exposition en actif
risque´ d’autant plus importante que la sous-performance l’est.
– au-dessus de la richesse cible, la fonction d’utilite´ est line´aire quelque soit le
choix du parame`tre γ, ce qui implique que l’investisseur est neutre au risque.
La forme de´ﬁnitive du proble`me conside´re´ par [Berkelaar Kouwenberg, 2000]
est la suivante 22 :
Proble`me 7.
(P7)
{
max
WT∈ L2(P )
E(v(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1;WT ≥ 0
ou` la fonction d’utilite´ a` maximiser est la suivante :
v(x) =


x−A(W 0 − x)γ si x ≤ W 0
x si W 0 < x ≤ W
W si x > W
Avec γ le parame`tre d’aversion repre´sentant l’attitude au risque de perte de l’inves-
tisseur, A son coeﬃcient d’aversion a` la perte, W 0 la cible de richesse a` atteindre
et W le niveau de richesse maximale (i.e. seuil de ”satie´te´” de l’investisseur).
3.2. Probabilite´ ou espe´rance de sous-performance comme mesure
de risque.
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] obtiennent le re´sultat suivant (avec les meˆmes
notations que pre´ce´demment) :
Proprie´te´ 8. Avec ≤ γ ≤ 1, la richesse terminale optimale du proble`me (P7)
est donne´e par l’expression suivante,
W ∗T =


W si HT > H
W 0 si H ≤ HT ≤ H
0 si HT < H
ou` H ≡ k et H ≡ k/ (1 +A(W 0)γ−1) Avec k ≥ 0 ve´riﬁant l’e´quation de budget
suivante : E(W ∗T /HT ) = 1
22. [Berkelaar Kouwenberg, 2000] proposent cette forme modiﬁe´e de fonction d’utilite´
borne´e pour palier au proble`me de la line´arite´ au-dessus de la richesse cible (qui rend le proble`me
d’optimisation non borne´) ; Cette valeur de richesse seuil, W , s’interpre`te comme un niveau de
satie´te´ au-dessus de laquelle, si atteinte, l’inte´gralite´ de la richesse de l’agent est investi dans l’actif
non risque´. L’ajout d’une contrainte supple´mentaire de non ne´gativite´ sur la richesse ﬁnale dans
le proble`me de maximisation permet d’e´viter des niveaux de richesse ne´gative.
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Ce re´sultat implique que la strate´gie peut s’interpre´ter comme un investissement
sur deux options call binaires de strike diﬀe´rents : la premie`re, de strike H , payant
(W −W 0) ou 0 et la seconde, de strike H, et payant W 0 ou 0.
Nous donnons ci-dessous l’expression de la valeur interme´diaire de la strate´gie dy-
namique obtenue dans le cas du mode`le a` deux actifs de B&S :
Conse´quence 5. La valeur a` la date, t, de la strate´gie dynamique atteignant
la solution optimale du proble`me (P7), note´e W ∗t , est donne´e par la formule :
W ∗t = W
0Bc(Ht, H, T − t)+(W −W 0)Bc(Ht, H, T − t)
avec les meˆmes notations que pre´ce´demment et ou` Bc(Ht, X, T−t) de´signe la valeur,
a` la date t, de l’option call binaire, d’e´che´ance T-t, de strike X, sur le sous-jacent
Ht.
Nous plac¸ant a` nouveau dans le cadre restrictif du mode`le de B&S, nous avons
repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.12) ci-dessous, le ”pay-oﬀ” 23, des strate´gies ”mean
downside risk” (dans la suite note´es ”MD”) pour γ = 0 et γ = 1.
Figure 12. Strate´gies optimales ”Moyenne / Downside Risk” -
Probabilite´ et Espe´rance de Perte - A = 2, W 0 = 122%.
Les valeurs nume´riques des autres parame`tres sont les suivantes :
r = 4%, µ = 10%, σ = 20% et T = 5.
23. On de´signe par ”pay-oﬀ”, la courbe de valeur de la richesse terminale exprime´e en fonction
du niveau de l’actif risque´, note´ MT .
Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous l’hypothe`se du mode`le d’actifs de B & S, il existe
une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle du
portefeuille nume´raire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe.
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On observe que la richesse optimale exhibe un double proﬁl ”binaire” :
– En dessous du niveau de richesse cible, la richesse optimale tombe de fac¸on
discontinue a` un niveau de richesse nulle.
– Le passage entre la zone de sur-performance (niveau de satie´te´) et le niveau
interme´diaire (richesse cible) se fait e´galement de manie`re discontinue.
3.3. Choix de la ”Downside Variance” comme mesure de risque.
Dans le cas de la semi-variance, [Berkelaar Kouwenberg, 2000] obtiennent le
re´sultat suivant
Proprie´te´ 9. Avec γ > 1, la richesse terminale optimale du proble`me (P7)
est donne´e par l’expression suivante :
W ∗T =


W si HT > H
W 0 −
(
k/HT−1
Aγ
)1/(γ−1)
si H ≤ HT < H
0 si HT < H
ou` H ≡ k et H ≡ k/ (1 +Aγ(W 0)γ−1) Avec k ≥ 0 ve´riﬁant l’e´quation de budget
suivante : E(W ∗T /HT ) = 1
On en de´duit que, pour γ = 2, la strate´gie dynamique optimale, note´e ”Moyenne
/ Semi-Variance”, se de´compose comme la somme de trois positions optionnelles
e´le´mentaires : une position longue sur une option Put de strike I ≡ 1/H =
(2AW 0+1)/k, une position courte sur une option Put de strike I ≡ 1/H et enﬁn une
position longue sur une option put binaire de strike I = 1/H, les trois options e´tant
e´crites sur le meˆme sous-jacent, le portefeuille atteignant la richesse terminale IT
24.
L’expression de la richesse interme´diaire dans le cas du mode`le a` deux actifs de
B&S en de´coule :
Conse´quence 6. La valeur a` la date, t, de la solution optimale ”MD” avec
γ = 2,W ∗t , est donne´e par la formule suivante :
W ∗t = (W −W 0)B(It, I, T − t) + ak{P (It, I, T − t)− P (It, I, T − t)}
Avec P (It, X, T − t)(resp. B(It, X, T − t)) qui de´signe la valeur du put europe´en
(resp. de l’option put binaire) de strike X, d’e´che´ance T-t, sur le sous-jacent It et
ou` on a pose´ a ≡ 1/2A
24. Il s’agit du portefeuille solution du proble`me dynamique de minimisation de la norme de la
richesse terminale ; dans le cadre du mode`le B&S a` deux actifs conside´re´s, ce portefeuille corres-
pond a` une strate´gie dynamique investissant un poids constant de la richesse dans l’actif risque´,
note´ i qui est donne´ par la formule suivante : i ≡ −h ≡ −µ−r
σ2
≡ −λ
σ
. De plus le processus de prix
du portefeuille, note´ It est un mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression est la suivante :
dIt/It = (r−λ2) dt− λ dZt, ou encore, de fac¸on e´quivalente It = I0 exp
{
(r − 3
2
λ2) t− λZt
}
avec
I0 = e(λ
2−2r)T .
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Dans le cadre des hypothe`ses restrictives du mode`le de B&S, nous avons repre´sente´
sur la ﬁgure (Fig.13) ci-dessous, le ”pay-oﬀ” de la strate´gie ”Moyenne / Semi-
Variance” (strate´gie ”MD” avec γ = 2, note´e ”MSV” dans la suite de la the`se) et
a` titre comparatif celui de la strate´gie ”Moyenne / Variance” (”MV”) standard.
On observe que la richesse terminale optimale n’exhibe pas de discontinuite´ au
niveau du seuil de la valeur de l’actif risque´ marquant le passage entre la zone in-
terme´diaire de richesse et la zone basse (e´gale a` 0) ; il n’y a donc pas d’eﬀet casino
(”gambling eﬀect”) entre l’e´tat interme´diaire et l’e´tat de sous-performance (richesse
nulle) contrairement au cas γ ≤ 1.
Figure 13. Strate´gie optimale ”Moyenne / Semi-Variance” &
”Moyenne / Variance”
Semi-Variance : A = 2, W 0 = 122% - Variance : A = 0, 25.
Les valeurs nume´riques des autres parame`tres sont les suivantes :
r = 4%, µ = 10%, σ = 20% et T = 5.
Ce qui peut s’interpre´ter de la manie`re suivante : l’investisseur est plus pre´occupe´
d’e´viter les niveaux de richesses ﬁnales tre`s faibles ou nulles que d’atteindre ou non
la richesse cible (contrairement au cas pre´ce´dent, sa richesse terminale est infe´rieure
a` la cible dans la zone de interme´diaire).
Cependant, on observe toujours une discontinuite´ au niveau du passage entre l’e´tat
de richesse haute et l’e´tat de richesse interme´diaire du fait de la risque-neutralite´
de l’investisseur au-dessus de la richesse cible.
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3.4. Expression du degre´ d’aversion en fonction du risque de perte
tole´re´.
Nous conside´rons ici le proble`me avec contrainte explicite de ”downside risk” sui-
vant :
Proble`me 8.
(P8)
{
max
WT∈ L2(P )
E(WT )
s.a. E(WT /HT ) =1 ; LPM(γ,W
0,WT ) ≤ ε ; 0 ≤ WT ≤ W
Proprie´te´ 10. La richesse terminale optimale du proble`me (P8) est donne´e
par l’expression suivante,
(1) Pour ≤ γ ≤ 1,
W ∗T =


W si HT > H
W 0 si H ≤ HT ≤ H
0 si HT < H
ou` H ≡ k1 et H tel que P (HT ≤ H) = ε(W 0)γ Avec k1 ≥ 0 ve´riﬁant
l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1
(2) Pour γ > 1,
W ∗T =


W si HT > H
W 0 −
(
k1/HT−1
Aγ
)1/(γ−1)
si H ≤ HT < H
0 si HT < H
ou` H ≡ k1 et H ≡ k1/(1 + k2γ(W 0)γ−1) et avec (k1, k2) ve´riﬁant le
syste`me d’e´quations suivant :
{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
LPM(γ,W 0,W ∗T (k1, k2)) = ε
Nous en de´duisons les re´sultats d’e´quivalence suivants :
Conse´quence 7.
(1) Pour ≤ γ ≤ 1, si W ∗T est la solution du proble`me (P7)(A) avec A ve´riﬁant,
A = (
k
H
− 1)× (W 0)1−γ
ou` k est tel que E(W ∗T /HT ) = 1 et ou` P (HT ≤ H) = ε(W 0)γ
alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P8)() et re´ciproquement.
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(2) Pour γ > 1, si W ∗T est la solution du proble`me (P7)(A) avec
k = k1 et A = k2
ou` k1 et k2 sont solutions du syste`me d’e´quations suivantes :{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
LPM(γ,W 0,W ∗T (k1, k2)) = ε
alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P8)() et re´ciproquement.
3.5. Conclusion de la section.
Malgre´ leur inte´reˆt pratique et leur grande simplicite´, les crite`res de type ”Moyenne
/ Downside Risk” paraissent induire un certain nombre de comportements non sou-
haitables de la part de l’investisseur.
Il apparaˆıt ainsi ne´cessaire de proposer des crite`res alternatifs qui puissent re´pondre
aux diﬃculte´s majeures qu’induisent les crite`res examine´s dans cette partie et no-
tamment :
– La neutralite´ au risque au-dessus du seuil de richesse cible.
– -La discontinuite´ des ”pay-oﬀs” impliquant un comportement joueur de l’in-
vestisseur (”eﬀet casino”).

CHAPITRE 2
Crite`re moyenne - variance - downside risk
Si le crite`re du proble`me d’optimisation ”Moyenne / Variance” (”MV” dans
la suite) est tre`s utilise´ en pratique par les praticiens de la gestion (bien plus par
exemple que l’approche du crite`re de maximisation de l’espe´rance d’utilite´ de l’in-
vestisseur avec une pre´fe´rence CRRA), il est cependant bien connu que la mesure
de risque qu’il utilise, la variance, pre´sente un certain nombre d’inconve´nients 1.
Dans ce chapitre, le de´faut qu’il s’agira de palier est son caracte`re syme´trique 2
qui le rend inadapte´ a` la prise en compte d’une forme de pre´fe´rence asyme´trique
telle que l’aversion a` la sous-performance.
Ainsi nous souhaitons ge´ne´raliser l’approche du crite`re ”Moyenne /Variance” (”MV”
dans la suite) dans un cadre de choix d’allocation dynamique de portefeuille (voir
par exemple [Bajeux-Besnainou Portait, 1998] pour l’analyse de ce proble`me
sans contrainte d’aversion et [Nguyen Portait, 2002] pour l’analyse de ce meˆme
proble`me avec une contrainte supple´mentaire de non ne´gativite´ sur la richesse ter-
minale).
Nous proposons pour cela d’e´tudier un proble`me d’optimisation plus ge´ne´ral re´pondant
a` une pre´-occupation de controˆle du risque de sous-performance : il s’agit du
proble`me ”Moyenne-Variance / Downside Risk” pour lequel nous exposons les prin-
cipales proprie´te´s des strate´gies optimales correspondantes.
Nous re´soudrons le proble`me d’investissement dynamique de l’asset manager qui
cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa richesse ﬁnale pour un choix particu-
lier de fonction d’utilite´ appartenant a` la classe HARA ”loss averse” introduite
dans le chapitre pre´ce´dent. Il s’agit d’une fonction d’utilite´ qui ge´ne´ralise la forme
standard de fonction d’utilite´ quadratique a` la prise en compte de l’aversion a` la
sous-performance 3.
A ce titre, nous conside´rons implicitement deux mesures de perte introduites dans
le chapitre pre´ce´dent :
– La probabilite´ de perte (niveau de VaR) pour l’agent averse a` la perte
cherchant a` maximiser une fonction d’utilite´ quadratique dont l’expression
comprend une fonction de perte constante. Ce proble`me sera traite´ dans la
premie`re section.
– L’espe´rance de perte (niveau de LEL (”Limited Expected Loss”) similaire
a` la notion de CVaR) pour l’agent averse a` la perte cherchant a` maximiser
1. En particulier il s’agit d’une mesure de risque incohe´rente.
2. Les gains extreˆmes sont pe´nalise´s autant que les pertes de meˆme amplitude.
3. Cette fonction d’utilite´ ”quadratique loss averse” comprend une fonction de perte qui
pe´nalise la sous-performance par rapport au niveau de richesse cible.
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une forme de fonction d’utilite´ quadratique ge´ne´ralise´e qui pe´nalise le couˆt
d’utilite´ de la sous-performance. Ce proble`me sera analyse´ dans la seconde
section.
1. Strate´gie optimale avec contrainte VaR
Nous conside´rons dans cette section un investisseur qui cherche a` allouer son porte-
feuille en se fondant sur une approche ”MV” dynamique : arbitrage entre espe´rance
de rendement et niveau de risque a` l’horizon d’investissement avec rebalancements
interme´diaires possibles.
De plus, on suppose qu’il doit tenir compte d’une contrainte supple´mentaire de
type VaR impose´e, par exemple, par l’investisseur ﬁnal ou le ”risk manager”.
Ce qui peut s’e´crire en terme de maximisation de l’utilite´ espe´re´e de la richesse
ﬁnale, pour un choix de fonction d’utilite´ quadratique, de la fac¸on suivante :
Proble`me 9.
(P9)


max
WT∈ L2(P )
E(u(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1 ; P (WT ≥ W 0) ≥ 1− α avec 0 ≤ α ≤ 1 ﬁxe´;
WT ≥ W
avec u(.) la fonction d’utilite´ quadratique donne´e par la formule :
u(x) = x− (1/2a)x2 et avec W 0 < a (sinon la contrainte de sur-performance n’est
pas pertinente)
Comme pour les proble`mes d’optimisation ”moyenne-downside risk” e´tudie´s dans la
dernie`re section du chapitre pre´ce´dent, nous imposons une contrainte supple´mentaire
de non ne´gativite´ sur la richesse terminale (car l’utilite´ marginale de la fonction
d’utilite´ quadratique n’est pas inﬁnie en ’0’).
Plus pre´cise´ment, et pour reﬂe´ter l’e´ventuelle aversion supple´mentaire de l’inves-
tisseur a` la sous-performance, nous conside´rons une contrainte de richesse ﬁnale
minimale de la forme WT ≥ W avec 0 ≤ W ≤ W 0.
Ce qui implique, par AOA, que la richesse interme´diaire de l’investisseur ne peut
eˆtre infe´rieure a` la valeur pre´sente de ce seuil de richesse :
Wt ≥ W × ZC(t, T ) ≥ 0 ou` ZC(t, T ) de´signe la valeur, a` la date t, de l’obliga-
tion ”Ze´ro-Coupon” d’e´che´ance T 4.
Pour une valeur du coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance, B ≥ 0, a` de´ﬁnir 5,
le proble`me est e´quivalent au proble`me suivant :
4. la valeur, a` la date t, de l’obligation ”Ze´ro-Coupon” d’e´che´ance T est donne´e par ZC(t, T ) ≡
E
(
1
HT
)
5. voir la proprie´te´ 11 d’e´quivalence dans la sous-section 1.2 qui suit, intitule´e ”Choix du
niveau d’aversion a` la sous-performance”.
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Proble`me 10.
(P10)
{
max
WT∈ L2(P )
E(u(WT ))−BP (WT ≤ W 0)
s.a. E(WT /HT ) =1;WT ≥ W
Ce proble`me d’investissement est donc celui de l’investisseur averse a` la sous-
performance qui cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa richesse ﬁnale pour
une forme de fonction d’utilite´ quadratique ge´ne´ralise´e qui exhibe une discontinuite´
au voisinage du seuil de richesse cible et dont l’expression est la suivante :
v(W ) ≡ u(W )−B × 1{W≤W 0}
Il paraˆıt utile de mentionner les cas limites suivants :
– Pour a → +∞ (pas d’aversion au risque), le proble`me se rame`ne au proble`me
”Moyenne / Downside Risk” (note´ ”MD” dans la suite) avec γ = 0 pre´sente´
dans la dernie`re section du pre´ce´dent chapitre 6.
– Pour B → 0 (pas d’aversion a` la sous-performance), le proble`me s’identiﬁe
au proble`me ”MV” avec contrainte explicite de protection de niveau W (note´
”MV PI”dans la suite de la section).
1.1. Expression de la richesse ﬁnale optimale.
The´oreme 2. La richesse terminale optimale du proble`me (P10) est donne´e
par l’expression suivante,
(1) Si W 0 ≥ W +√2aB,
W ∗T =


a(1− k/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
a(1− k/HT ) si HW < HT ≤ H
W si HT ≤ HW
(2) Si W 0 < W +
√
2aB
W ∗T =


a(1− k/HT ) si HT > H
W 0 si HW < HT ≤ H
W si HT ≤ HW
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ k/(1 −W 0/a), H ≡ k/(1 − (W 0 − √2aB)/a), 7 HW ≡ k/(1 −W/a) et
ou` H > H.
6. il s’agit du proble`me ”Moyenne / Downside Risk” propose´ par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] pour un choix de mesure de perte correspondant a`
la probabilite´ de sous-performance par rapport au niveau cible, i.e. γ = 0. A noter que
[Berkelaar Kouwenberg, 2000], aﬁn de palier a` la neutralite´ au risque de l’investisseur en
cas de sur-performance, prennent en compte une contrainte technique supple´mentaire de richesse
maximum ou seuil de satie´te´, i.e. ”WT < W”.
7. H est solution de
u(I(k/H))−(k/H)I(k/H)−u(W 0)+(k/H)W 0 = B ⇔ (a/2) (1−k/H)2+W 0(k/H) = W 0−(W 0/2a)+B
ou` I : x → I(x) ≡ a(1 − x) de´signe la fonction inverse de u′ , la fonction de´rive´e premie`re de la
fonction d’utilite´ quadratique u.
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Nous pouvons faire les remarques suivantes sur le proﬁl de gain ﬁnal de la strate´gie
optimale du proble`me MV avec contrainte VaR (de´signe´e dans la suite strate´gie
”MV VaR”) :
(1) Pour a, B, W ﬁxe´s, Si W 0 ≥ W +√2aB, (i.e le niveau de richesse cible
est suﬃsamment e´loigne´ du niveau de la contrainte d’assurance de por-
tefeuille), on a H ≥ HW . Sinon, on a H < HW et la strate´gie optimale
prend la forme d’une strate´gie d’assurance de portefeuille a` deux niveaux
de protection donne´e par la seconde expression du the´ore`me (2).
(2) Pour a, W 0, W ﬁxe´s, la contrainte W 0 ≥ W + √2aB implique que
B ≤ Bmax avec Bmax ≡ A× (W 0−W )2 ou` A ≡ 1/2a repre´sente le niveau
d’aversion au risque et Bmax le seuil d’aversion a` la perte au-dela` duquel
l’asset manager n’est plus en mesure de prendre de risque supple´mentaire
de perte dans les e´tats interme´diaires de marche´ 8. L’expression de ce seuil
d’aversion implique que sa valeur est une fonction croissante du niveau
d’aversion au risque et de l’e´cart entre la richesse cible W 0 et la richesse
minimale W .
(3) Le cas limite W 0 = W+
√
2aB implique HW = H et correspond au niveau
d’aversion limite (i.e. B = Bmax) au-dela` duquel la strate´gie ”MV VaR”est
inde´pendante du parame`tre d’aversionB et s’identiﬁe a` une strate´gie d’as-
surance de portefeuille a` deux niveaux de protection 9 :
– Un premier e´tat interme´diaire ou` la richesse ﬁnale est maintenue
e´gale au niveau de performance cible, W 0.
– Un deuxie`me e´tat ou` la richesse ﬁnale est e´gale au niveau de ri-
chesse minimale W .
(4) On retrouve le cas limite B = 0 pour W 0 = W (puisque dans ce cas
Bmax ≡ A × (W 0 −W )2 = 0) ; de plus, on a aussi H = H et la strate´gie
optimale s’identiﬁe a` la strate´gie ”MV PI” a` un seul e´tat de protection
sans aversion a` la perte par rapport a` la cible W 0.
8. Ce qui peut s’interpre´ter de la manie`re suivante : pour B ≥ Bmax, le niveau de perte tole´re´e
(impose´e par exemple par le risk manager) est si faible qu’il contraint l’asset manager a` suivre
une strate´gie d’assurance de portefeuille, en maintenant la richesse ﬁnale au-dessus de la richesse
cible, W 0, dans une zone de valeurs me´dianes du portefeuille sous-jacent H (HW < HT ≤ H)
9. il est facile de montrer que cette strate´gie peut s’interpre´ter comme la combinaison des
strate´gies e´le´mentaires suivantes :
– Une strate´gie d’investissement s’identiﬁant a` la solution du proble`me ”MV” dynamique
sans aucune contrainte de risque ni de protection (a` la valeur de la constante k pre`s),
– Un premie`re niveau de couverture comprenant une option put de strike W e´crite sur ce
meˆme portefeuille,
– Un deuxie`me niveau de couverture constitue´ d’une option call spread binaire payant
W 0 −W entre les strikes W et W 0 et e´crite sur le meˆme sous-jacent.
On notera la similitude de ce ”pay-oﬀ” avec celui de la strate´gie ”MD” d’ordre 0 a` 1 e´tudie´e dans
la section pre´ce´dente.
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On en de´duit du the´ore`me (2) que la strate´gie optimale peut eˆtre de´compose´e en
strate´gies e´le´mentaires, re´sultat qui peut s’e´noncer de la manie`re suivante :
Conse´quence 8. La strate´gie dynamique atteignant la richesse terminale so-
lution du proble`me (P10) et dont l’expression est donne´e dans le the´ore`me(2) est
la combinaison des positions e´le´mentaires suivantes :
(1) Si W 0 ≥ W +√2aB,
– Une strate´gie d’assurance de portefeuille consistant a` de´tenir d’une
part un portefeuille s’identiﬁant (a` la valeur de la constante k pre`s)
a` la solution du proble`me moyenne variance dynamique sans contraintes
et, d’autre part, une position acheteuse d’une option Put de strike
W 0 e´crite sur le meˆme portefeuille.
– Une strate´gie ”vendeuse de couverture” sur le meˆme portefeuille
sous-jacent et comprenant une position vendeuse d’une option Put
de strike W 0 − √2aB et une position vendeuse d’une option Put
binaire de meˆme strike et payant
√
2aB.
– Une strate´gie ”acheteuse de couverture” constitue´e d’une position
acheteuse d’une option Put de strike W sur le meˆme portefeuille
sous-jacent.
(2) Si W 0 < W +
√
2aB,
– Une strate´gie d’assurance de portefeuille consistant a` de´tenir d’une
part un portefeuille s’identiﬁant (a` la valeur de la constante k pre`s)
a` la solution du proble`me moyenne variance dynamique sans contraintes
et, d’autre part, une position acheteuse d’une option Put de strike
W 0 e´crite sur ce meˆme portefeuille.
– Une strate´gie ”vendeuse de couverture” comprenant une position
vendeuse d’une option Put binaire de strike W et payant W 0 −W
e´crite sur le meˆme portefeuille sous-jacent.
Dans la suite de cette section , aﬁn d’analyser les proprie´te´s de la strate´gie
optimale, nous allons nous placer dans le cadre restreint du mode`le a` deux actifs
de [Black Scholes, 1973] (dans la suite B&S).
On rappelle que dans ce cadre, on fait l’hypothe`se de l’existence d’une seule source
de risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux) ; de plus, on suppose que tous les pa-
rame`tres servant a` de´crire la dynamique du prix des deux actifs ﬁnanciers (un actif
sans rique et un actif risque´) sont constants. L’univers d’investissement se compose
donc des deux actifs suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la
valeur a` la date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´
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par
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement
brownien ge´ome´trique ; son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt+ σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux
court plus une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ − r) et σ de´signe sa
volatilite´ constante.
On remarquera que dans le cadre du mode`le de B&S, nous avons les proprie´te´s
suivantes :
(1) Expression du portefeuille ”nume´raire”, note´ (H, h), atteignant la richesse
ﬁnale HT :
-le portefeuille ”nume´raire” s’identiﬁe a` une strate´gie dynamique inves-
tissant un poids constant dans l’actif risque´, note´ h, qui est donne´ par
l’expression suivante : h = π/σ2 ≡ λ/σ .
-sa dynamique de prix est de´crite par un mouvement brownien ge´ome´trique
dont l’expression est la suivante :
dHt/Ht = (r + λ
2)dt+ λdZt
ou de fac¸on e´quivalente, Ht = exp
{
(r + 12λ
2) t + λZt
}
.
(2) Expression du portefeuille ”de norme minimum” 10, note´ (I, i), atteignant
la richesse ﬁnale 1/HT :
-le portefeuille ”de norme minimum” correspond a` une strate´gie dyna-
mique investissant un poids constant de la richesse dans l’actif risque´,
note´ i, qui est donne´ par la formule suivante :
i ≡ −h ≡ −µ−rσ2 ≡ −λσ .
-la valeur de ce portefeuille, note´ It, suit un mouvement brownien ge´ome´trique
dont l’expression est la suivante :
dIt/It = (r − λ2) dt− λdZt,
ou encore, de fac¸on e´quivalente, It = I0 exp
{
(r − 32λ2) t− λZt
}
avec I0 = e
(λ2−2r)T .
(3) Expression de la relation de correspondance entre la valeur des deux por-
tefeuilles, Ht et It, et celle de l’actif risque´ note´e Mt :
Il existe une relation biunivoque entre la valeur du portefeuille nume´raire,
Ht, et celle de l’actif risque´, Mt, ou encore, entre celle du portefeuille de
10. Il s’agit du portefeuille solution du proble`me dynamique de minimisation de la norme de
la richesse terminale.
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”Norme Minimum”, It et Mt. Ces relations sont donne´es par les expres-
sions suivantes :
Ht = Ψ(t)(Mt)
h avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(µσ− σ2−λ2 ))t = e(1−h)(r+λ22h )t = e(1−h)(r+hσ22 )t,
et It = Γ(t)(Mt)
i avec Γ(t) ≡ I0e(1−i)(r+λ
2
2i ) t = I∗0 e
(1−i)(r+ iσ22 ) t.
Cette dernie`re proprie´te´ nous permettra d’exprimer la valeur du portefeuille opti-
mal en exce`s de celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ; re´sultat qui nous
sera utile dans la suite de cette section pour l’analyse des proprie´te´s de la strate´gie
optimale.
Enﬁn, notons que dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons pour toutes les
applications nume´riques, et sauf si cela est pre´cise´ autrement, les valeurs suivantes
des parame`tres : r = 4%, µ = 10%, σ = 20% et T = 5.
1.2. Choix du niveau d’aversion a` la sous-performance.
L’e´quivalence entre les deux formulations du proble`me (avec contrainte explicite de
VaR ou` avec fonction d’utilite´ prenant en compte l’aversion a` la perte) est donne´e
par la proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 11. Si W ∗T est la solution du proble`me (P10)(B) avec B ve´riﬁant
B = A×(W 0−a(1−k/H))2 ou` k est tel que E(W ∗T /HT ) = 1 et ou` P (HT ≤ H) = α
alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P9)(α) et re´ciproquement.
En nous plac¸ant dans le cadre du mode`le a` deux actifs de B&S, nous pouvons en
de´duire l’expression de H en fonction du niveau de probabilite´ de perte maximum,
α.
Cette expression qui est inde´pendante du choix de la fonction d’utilite´ est la meˆme
que celle trouve´e dans la section pre´ce´dente ou` nous avions analyse´ la strate´gie
dynamique ”CRRA VaR” 11.
En revanche, la fonction, dont l’expression est donne´e dans la proprie´te´ (11) et
qui donne la correspondance entre les deux parame´trisations B et α, n’est plus la
meˆme que dans le cas de la fonction d’utilite´ CRRA.
A titre d’illustration, nous avons repre´sente´ sur les ﬁgures ci-dessous la corres-
pondance de valeurs entre B et α pour a = 1, 5 (ﬁg.1) et a = 4 (ﬁg. 2).
En comparant les deux ﬁgures ci-dessous, on observe l’eﬀet escompte´ : la hausse
de la valeur du parame`tre de tole´rance au risque, a (passant de 1,5 a` 4) implique
une baisse du seuil du parame`tre d’aversion a` la perte, Bmax (qui passe de 49,7% a`
18%) ou de manie`re e´quivalente une hausse du niveau correspondant de probabilite´
de perte tole´re´e (qui passe de 0,4% a` 14,5%).
11. solution du proble`me de maximisation de l’espe´rance d’utilite´ d’un investisseur CRRA ayant
une contrainte de VaR identique
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Figure 1. Niveau du coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance,
”B”, en fonction du niveau de probabilite´ de sous-performance
maximum note´ α ≡ P (WT ≤ W 0)
a = 1, 5, W 0 = 122%, W = 0%
Figure 2. Niveau du coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance,
”B”, en fonction du niveau de probabilite´ de sous-performance
maximum note´ α ≡ P (WT ≤ W 0)
a = 4, W 0 = 122%, W = 0%
Nous avons repre´sente´ sur les ﬁgures suivantes, pour a = 1, 5 (Fig.3) et pour
a = 4 (Fig.4), les valeurs des ”strikes”(Mmax, MV aR et MWmin) correspondant
aux trois bornes se´parant les quatre intervalles de valeurs de l’actif risque´, M, pour
lesquels la strate´gie optimale exhibe un ”pay-oﬀ” diﬀe´rent 12, en fonction du niveau
de sous-performance maximum, α.
12. Comme nous l’avons e´voque´ ci-dessus, sous les hypothe`ses du mode`le d’actifs de B & S,
il existe une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht
celle du portefeuille nume´raire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils note´es
Mmax, MV aR et MWmin correspondent aux valeurs de l’actif risque´ qui s’obtiennent de celles de
H, H et HW par cette transformation.
1. STRATE´GIE OPTIMALE AVEC CONTRAINTE VAR 75
Nous observons les deux cas limites de´ja` mentionne´s :
– La strate´gie ”MV VaR” s’identiﬁe a` la strate´gie MV sans contrainte d’aver-
sion (”MV PI”) pour un niveau de probabilite´ de perte supe´rieur a` un certain
seuil. Dans notre exemple d’application nume´rique, pour a = 1, 5 (Fig.3), ce
seuil est e´gal a` 15,8% et pour a = 4 (Fig.4), il prend la valeur 26,4%. Ce
seuil de probabilite´ de perte correspond implicitement au choix d’une valeur
nulle pour le parame`tre d’aversion, note´ B. Ainsi, on observe que les courbes
de valeurs des deux ”strikes”, Mmax et MV aR, se rejoignent a` ce seuil de
probabilite´ de perte (i.e la zone interme´diaire de protection disparaˆıt).
– A l’oppose´, pour les valeurs de α infe´rieures a` un seuil minimum (correspon-
dant a` une valeur du parame`tre d’aversion e´gale a` Bmax ), la strate´gie ”MV
VaR” s’identiﬁe a` la strate´gie ”MV PI” a` deux e´tats de richesses ﬁxes (W 0 et
W ) ; on observe que pour cette valeur du parame`tre α, les courbes des deux
plus petits strikes, MV aR et MWmin , se rejoignent.
Figure 3. Valeurs des ”strikes” (Mmax,MV aR etMWmin) en fonc-
tion de la probabilite´ de sous-performance (α)
W 0 = 122% et a = 1, 5.
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Figure 4. Valeurs des ”strikes” (Mmax et MV aR et MWmin) en
fonction de la probabilite´ de sous-performance (α)
W 0 = 122% et a = 4.
1.3. Analyse comparative du ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale.
Dans la suite, on s’inte´resse au cas de la solution pour lequel on aW 0 ≥ W+√2aB.
Nous souhaitons comparer le proﬁl de richesse ﬁnale de la strate´gie ”MV VaR”
a` celui de diﬀe´rentes strate´gies de´ja` conside´re´es pre´ce´demment.
(1) Comparaison avec la strate´gie optimale du proble`me MV avec contrainte
de protection (strate´gie ”MV PI”) et avec celle du proble`me MV sans
contrainte (de´signe´e dans la suite strate´gie ”MV”).
Sur la ﬁgure (Fig.5), nous observons les deux points suivants :
– Dans les e´tats de richesse interme´diaire a` e´leve´e (au-dessus du seuil
de richesse cible), la strate´gie MV VaR s’identiﬁe a` une strate´gie
d’assurance de portefeuille. La valeur de sa performance ﬁnale est
comprise entre celle de la strate´gie MV PI (a` un seul niveau de pro-
tection W 0 et correspondant au maximum d’aversion a` la perte) et
celle de la strate´gie MV sans assurance de portefeuille (minimum
d’aversion a` la sous-performance).
– Dans la zone de sous-performance, la courbe de la strate´gie MV VaR
est en dessous de celle de la strate´gie MV sans aucune contrainte de
risque (eﬀet ”Casino” de´ja` mentionne´ dans le chapitre pre´ce´dent).
(2) Comparaison avec la strate´gie optimale du proble`me Moyenne / Semi-
Variance (”Mean Downside Variance”), note´e ”MSV”.
A premie`re vue, les ”pay-oﬀs” de ces deux strate´gies ont certaines si-
militudes comme le montre la ﬁgure (Fig.6) ci-dessous ; en eﬀet si l’on
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Figure 5. strate´gies optimales MV, MVPI, MV VaR (a = 1, 5,
W 0 = 100%, W = 0%).
exclut la zone de sur-performance de la strate´gie MV VaR, les trois autres
e´tats de richesse de cette strate´gie (e´tat interme´diaire, bas et de richesse
nulle) sont similaires aux trois e´tats de la strate´gie ”MSV” (e´tat de sur-
performance, interme´diaire et de richesse nulle).
Cependant en examinant les deux ”pay-oﬀs”, e´tat par e´tat de richesse
e´quivalente, nous en de´duisons que les deux strate´gies exhibent des pro-
prie´te´s assez diﬀe´rentes :
– La fonction d’utilite´ de la strate´gie MV VaR n’e´tant pas line´aire au-
dessus du seuil de richesse cible, il n’y a pas de discontinuite´ entre
l’e´tat interme´diaire et l’e´tat de sur-performance ; au contraire, la
strate´gie MSV admet un saut entre ces deux niveaux.
– La forme de la richesse de la strate´gie MV VaR correspondant a`
l’e´tat de sur-performance est similaire a` celle de la strate´gie MV 13,
alors que celle de la strate´gieMSV correspond a` une fonction constante
e´gale au niveau de satie´te´.
– La valeur de la strate´gie MV VaR dans l’e´tat interme´diaire de ri-
chesse est constante et e´gale a` la richesse cible (la couverture contre
la sous-performance est donc totale). A l’oppose´, dans un intervalle
de valeurs me´dianes du sous-jacent, la valeur ﬁnale de la strate´gie
MSV est infe´rieure a` la richesse cible (couverture partielle).
Ces trois points semblent plaider en faveur du proﬁl de la strate´gie MV
VaR. Cependant, celle-ci a le grand inconve´nient d’exhiber une disconti-
nuite´ dans son ”pay-oﬀ” au niveau du seuil de richesse cible, ce qui n’est
pas le cas pour la strate´gie MSV.
13. la strate´gie ”MV” admet un proﬁl concave avec une borne de richesse maximale e´gale au
parame`tre de tole´rance au risque, a , qui s’interpre`te comme le niveau implicite de satie´te´ de
l’investisseur
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En eﬀet, la strate´gie MSV prend en compte, graˆce a` l’utilisation de la semi-
variance comme mesure du risque, l’amplitude des de´viations ne´gatives par
rapport a` la cible, ce qui permet d’e´viter l’eﬀet casino de la strate´gie MV
VaR dans cet e´tat interme´diaire de richesse (provenant de l’utilisation de
la probabilite´ de sous-performance comme mesure de risque).
Figure 6. strate´gies optimales MV VaR et MSV
Strate´gie MV VaR : a = 1, 5, W 0 = 122%, W = 0%, α = 1%.
Strate´gie MSV : A = 1, W = 142%, W 0 = 122%, W = 0%.
(3) Comparaison avec la strate´gie solution optimale du proble`me CRRA VaR
L’exercice de comparaison entre les ”pay-oﬀs” des strate´gies, solutions
optimales des proble`me CRRA VaR et MV VaR, qui correspondent a` des
choix de fonctions d’utilite´ ayant des proprie´te´s tre`s diﬀe´rentes, semble
diﬃcile.
En partant de l’exemple nume´rique repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.7), et en
conside´rant ces deux strate´gies pour le meˆme niveau de sous-performance
maximale α et la meˆme valeur de richesse cible, nous pouvons cependant
faire les remarques suivantes :
– Le proﬁl de gain concave de la strate´gie MV VaR implique une
moindre performance que celle de la strate´gie CRRA VaR dans la
zone des richesses les plus e´leve´es (dans notre exemple pour les va-
leurs de MT supe´rieures a` environ 2,3).
Tandis que l’asset manager ”MV VaR” ope´re un de´-investissement
progressif au fur et a` mesure que la richesse se rapproche du seuil
de satie´te´ repre´sente´ par le niveau du parame`tre, a (dans l’exemple
traite´ a = 4), l’asset manager qui suit la strate´gie convexe CRRA
VaR continue d’augmenter son exposition en actif risque´.
– A l’oppose´, a` cause de son proﬁl de gain concave, la strate´gie MV
VaR sur-performe, dans une zone de richesses ”interme´diaires -
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hautes” (dans notre exemple pour les valeurs de MT de 1,2 a` 2,3),
la strate´gie convexe CRRA VaR.
– Une discontinuite´ entre l’e´tat interme´diaire et l’e´tat de richesse nulle
apparait dans le ”pay-oﬀ” de la strate´gie MV VaR ; elle re´sulte de
la contrainte de non-ne´gativite´ impose´e dans le crite`re d’optimisa-
tion 14.
Cette discontinuite´ est moins importante dans le cas de la strate´gie
CRRA VaR qui converge de fac¸on continue vers 0 quand le sous-
jacent tend vers 0 dans la zone de richesse basse.
Figure 7. strate´gies optimales MV VaR et MV CRRA avec le
meˆme niveau de probabilite´ de sous-performnace
Strate´gie MV VaR : a = 4, W 0 = 122%, W = 0%, α = 15%.
Strate´gie CRRA VaR : γ = 75%, W 0 = 122%, W = 0%, α = 15%.
14. dans l’exemple traite´ sur la ﬁgure (Fig.7), la strate´gie MV VaR prend son proﬁl le plus
restrictif de strate´gie d’assurance de portefeuille a` deux e´tats : il n’y a pas d’e´tat ou` l’asset
manager ”MV VaR” est actif et sous-performe ; de plus, un seul saut de valeur se produit entre
l’e´tat interme´diaire et l’e´tat de richesse nulle
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1.4. Sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal au choix des parame`tres.
(1) Eﬀet du changement du seuil de probabilite´ de sous-performance maxi-
mum α
On observe sur la ﬁgure (Fig.8) ci-dessous que la hausse de la valeur
du parame`tre α de tole´rance a` la perte entraˆıne l’e´largissement des deux
zones de valeurs de l’actif risque´, M , pour lesquelles l’investissement est
actif (zones de sur et de sous-performance) au de´triment de la zone in-
terme´diaire de richesse ou` s’ope`re une couverture totale du risque (richesse
constante e´gale a` la richesse cible) :
– Pour α = 1% (courbe bleue), le ”pay-oﬀ” de la strate´gie est proche
de celui de la strate´gie, discontinue a` deux e´tats de protection
conse´cutifs, qui correspond au seuil d’aversion Bmax.
– Pour α = 3% (courbe rouge), la strate´gie correspond a` un niveau
d’aversion interme´diaire.
– Pour α = 16% (courbe vilolette), la strate´gie optimale s’identiﬁe
avec la strate´gie ”MV PI” qui correspond a` un niveau nul d’aver-
sion a` la sous-performance (i.e. B = 0) et a` une contrainte unique
de protection contre les niveaux de richesse ne´gative.
On en de´duit que plus le niveau de tole´rance a` la perte α est e´le´ve´, plus
la performance de la strate´gie MV VaR est e´leve´e dans les sce´narios de
marche´ me´dians, et a` l’inverse, plus elle est faible dans les sce´narios de
marche´ de´favorables et favorables.
Figure 8. Strate´gie Optimale MV VaR : eﬀet du niveau de
probabilite´ de sous-performance
a = 1, 5, W 0 = 122%, W = 0%.
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(2) Eﬀet du changement du niveau de richesse cible W 0
L’analyse de la ﬁgure (Fig.9) fait ressortir les deux points suivants : pour
un seuil de probabilite´ de sous-performance ﬁxe´,
– La zone interme´diaire de valeurs de l’actif risque´, ou` le ge´rant
imple´mente une gestion ”passive” avec protection du seuil de ri-
chesse cible, est d’autant plus large que le niveau de richesse cible
est e´leve´.
– A l’inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus e´troite que la cible de richesse ﬁnale est e´leve´e. De plus,
la hauteur du saut de richesse (discontinuite´), qui a lieu entre l’e´tat
interme´diaire et la zone de sous-performance, est une fonction crois-
sante de la cible de richesse ﬁnale.
Ainsi la strate´gieMV VaR sera d’autant plus performante dans les sce´narios
de marche´ me´dians et d’autant moins performante dans les sce´narios plus
extreˆmes que le niveau de richesse cible sera e´leve´.
Figure 9. Strate´gie Optimale MV VaR : eﬀet du niveau de
richesse cible W 0
a = 1, 5, α = 1, 5%, W = 0%.
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Figure 10. Strate´gie Optimale MV VaR : eﬀet du niveau de
tole´rance au risque a
W 0 = 122%, α = 1, 5%, W = 0%.
(3) Eﬀet du changement du niveau de tole´rance au risque a
Comme le montre la ﬁgure (Fig.10), a` niveau de seuil de sous-performance
e´quivalent,
– La zone interme´diaire de valeur de l’actif risque´, ou` le ge´rant imple´mente
une gestion ”passive” avec protection du seuil de richesse cible,
s’e´tend quand le niveau de tole´rance au risque augmente.
– A l’inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus e´troite et le saut de valeur (discontinuite´), entre l’e´tat in-
terme´diaire et la zone de sous-performance, est d’autant plus grand
que le niveau de tole´rance au risque est e´leve´.
Par conse´quent, on en de´duit que l’augmentation du niveau de tole´rance
au risque implique une prise de risque plus importante, se traduisant par
une perte plus importante, resp. un gain plus important en cas de sce´nario
de marche´ de´favorable, resp. favorable.
1.5. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
En conside´rant l’expression de la richesse terminale optimale dans le cas ou`
W 0 ≥ W +√2aB qui est donne´e dans le the´ore`me (2), on en de´duit que la strate´gie
MV VaR est la combinaison de trois strate´gies plus e´le´mentaires e´crites sur le meˆme
sous-jacent, le portefeuille note´ I atteignant la richesse ﬁnale 1/HT
15 :
15. Il s’agit du portefeuille solution du proble`me dynamique de minimisation de la norme de
la richesse terminale. On rapelle que , dans le cadre du mode`le B&S a` deux actifs conside´re´s, ce
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– Une strate´gie d’assurance de portefeuille de type MV PI dont la valeur in-
terme´diaire est note´e Xt comprenant une position investie dans un Ze´ro-
Coupon et une position acheteuse d’une option put de strike I ≡ 1/H.
– Une strate´gie ”vendeuse de couverture” dont la valeur interme´diaire est note´e
Yt et comprenant une position vendeuse d’une option Put et une position
acheteuse d’une option Put binaire de meˆme strike I ≡ 1/H.
– Une strate´gie ”acheteuse de couverture” dont la valeur interme´diaire est
note´e Zt constitue´e d’une position acheteuse d’une option Put de strike
IW = 1/HW .
Plus pre´cise´ment, on a le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 12. Pour W 0 ≥ W + √2aB, la valeur a` la date t, de la solution
optimale, W ∗t , est donne´e par la formule suivante :
W ∗t = Xt+ Y t+ Zt
avec Xt ≡ WZC(t, T ) + akP (It, I, T − t),
Yt ≡ −ak{P (It, I, T − t)− (I − I)B(It, I, T − t)},
et Zt ≡ akP (It, IW , T − t)
avec les meˆmes notations que pre´ce´demment et ou` ZC(t, T ) (resp. P (It, X, T − t),
resp. B(It, X, T − t)) de´signe la valeur du Ze´ro-coupon, (resp. de l’option put eu-
rope´en, resp. de l’option Put binaire de strike X ,d’e´che´ance T−t, sur le sous-jacent
It).
On en de´duit sous les hypothe`ses du mode`le a` deux actifs de type B&S les re´sultats
suivants :
Proprie´te´ 13. Pour W 0 ≥ W + √2aB, la valeur a` la date t de la solution
optimale, W ∗t , est donne´e par la formule :
W ∗t = We
−r(T−t) + ak{P (It, I, T − t)− P (It, I, T − t) + P (It, IW , T − t)}
+ak(I − I)e−r(T−t)N(−d2(I))
Avec P (It, X, T − t) qui de´signe la valeur de l’option put europe´en de strike X,
d’e´che´ance T − t, sur le sous-jacent It :
P (It, X, T − t) = Xe−r(T−t)N(−d2(X))− ItN(−d1(X))
avec
d2(x) =
log(
It
x )+(r−λ
2
2 )(T−t)
λ
√
T−t ; d1(x) = d2(x) + λ
√
T − t
et avec I = 1/H ; I = 1/H ; IW = 1/HW
portefeuille correspond a` une strate´gie dynamique investissant un poids constant de la richesse
dans l’actif risque´, note´ i qui est donne´ par la formule suivante : i ≡ −h ≡ −µ−r
σ2
≡ −λ
σ
.
De plus le processus de prix du portefeuille, note´ It est un mouvement brownien ge´ome´trique
dont l’expression est la suivante : dIt/It = (r − λ2) dt − λ dZt, ou encore, de fac¸on e´quivalente
It = I0 exp
{
(r − 3
2
λ2) t− λZt
}
avec I0 = e(λ
2−2r)T .
84 2. CRITE`RE MOYENNE - VARIANCE - DOWNSIDE RISK
Proprie´te´ 14. Pour W 0 ≥ W +√2aB, l’allocation optimale est la suivante :
{
w∗tW ∗t investi (en cash) dans l’Actif Risque´M
(1− w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
avec w∗tW ∗t =
∂W∗t
∂It
iIt = (ak)h{N(−d1(I)) +N(−d1(IW ))−N(−d1(I))}It
+ (ak)h
(λ
√
T−t) (I − I)e−r(T−t)Φ(−d2(I))
Nous analysons maintenant la sensibilite´ de la strate´gie MV VaR aux variations de
l’actif risque´ pour diﬀe´rentes valeurs des parame`tres conside´re´s.
(1) Sensibilite´ a` l’actif risque´ sous-jacent
Nous conside´rons la strate´gie MV VaR pour W 0 = 122, 14% et pour un
niveau de protection a` hauteur de 90% du capital investi ; a` titre de com-
paraison, nous nous inte´ressons e´galement au proﬁl de gain de la strate´gie
MV PI avec une protection du capital a` 90% (note´e ”MV PI 0”) et avec
une protection du capital a` 100% (note´e ”MV PI 1”).
Sur la ﬁgure (Fig.11), nous avons repre´sente´ le ”pay-oﬀ” de la strate´gie
MV VaR (courbe rose) et celui de la strate´gie ”MV PI 0” (courbe violette)
et de la strate´gie ”MV PI 1” (courbe bleue).
On observe que la strate´gie MV VaR domine les strate´gies d’assurance
de portefeuille dans une zone de valeurs me´dianes du sous-jacent.
A l’inverse, la strate´gie MV VaR sous-performe les strate´gies d’assurance
de portefeuille pour les valeurs correspondant aux zones de sous et de sur-
perfomance de la richesse cible.
Comme on peut l’observer sur la ﬁgure (Fig.12), la valeur interme´diaire
(au bout de 4,5 ans) de la strate´gie MV VaR reste proche de celle de la
strate´gie MV PI 0 et MV PI 1.
Le graphique de la ﬁgure (Fig.13) montre le poids de l’allocation op-
timale investi dans l’actif risque´ pour les trois strate´gies conside´re´es.
Nous pouvons faire les commentaires suivants :
– L’investisseur de la strate´gie MV VaR (courbe rose) se comporte,
dans la zone de sur-performance, de fac¸on similaire a` celui de la
strate´gie MV PI 90% sans contrainte de sous-performance (courbe
violette) et a donc un proﬁl concave (le poids de la richesse totale
investi dans l’actif risque´ augmente quand la valeur de l’actif risque´
baisse).
– Dans un intervalle de valeurs de l’actif risque´ ou` la richesse se trouve
le´ge`rement infe´rieure au niveau cible (valeurs deMt comprises entre
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Figure 11. Valeurs ﬁnales - Strate´gie ”MV VaR”, ”MV PI 0”,
”MV PI 0”
”MV VaR” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
Figure 12. Valeurs interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”, ”MV
PI 0”, ”MV PI 0”
”MV VaR” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
1 et 1, 5), la strate´gie MV VaR ressemble a` une strate´gie d’assurance
de portefeuille convexe (baisse de l’exposition en actif risque´ au fur
et a` mesure de la baisse de la valeur de l’actif risque´) tandis que la
strate´gie MV PI 0 continue d’exhiber un proﬁl concave.
– Dans un intervalle de valeurs encore plus basses de l’actif risque´
(valeurs de Mt comprises entre 0,7 et 1), l’investisseur ”MV VaR”
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de´cide de sur-exposer son portefeuille a` l’actif risque´ (eﬀet ”ca-
sino”) : le poids de la richesse totale investi dans l’actif risque´
de´passe fortement celui du portefeuille de l’investisseur ”MV PI
0”.
– Dans l’intervalle de valeurs de l’actif risque´ les plus basses (valeurs
de Mt infe´rieures a` 0,7 dans notre exemple nume´rique), la strate´gie
MV VaR ressemble a` nouveau a` une strate´gie convexe d’assurance
de portefeuille : l’exposition a` l’actif risque´ re´gresse a` nouveau et
repasse en dessous de celle de la strate´gie MV PI 0, en convergeant
vers 0 quand la valeur de l’actif risque´ converge vers 0.
Figure 13. Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”, ”MV PI
0”, ”MV PI 0”
”MV VaR” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
(2) Sensibilite´ au temps restant jusqu’a` l’horizon d’investissement.
Comme le montre la ﬁgure (Fig.14), l’investisseur de la strate´gie ”MV
VaR” se comporte de manie`re contraire aux re`gles de ”diversiﬁcation tem-
porelle” du ”Conventional Wisdom”.
En eﬀet, plus le temps passe et plus la strate´gie ”MV VaR” est sensible
au mouvement du sous-jacent Mt.
(3) Sensibilite´ au seuil de probabilite´ de sous-performance α.
Comme le montre la ﬁgure (Fig.15) ci-dessous, plus l’aversion a` la sous-
performance est e´leve´e (i.e. plus la valeur du parame`tre α est faible) et
plus l’investisseur de la strate´gie MV VaR a tendance a` ”sur-re´agir” par
rapport a` celui de la strate´gie MV PI ; ce dernier s’identiﬁant a` l’investis-
seur MV VaR avec un niveau minimum d’aversion a` la sous-performance
(obtenue dans l’exemple nume´rique conside´re´ pour α = 19%).
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Figure 14. Eﬀet du temps restant jusqu’a` l’horizon d’investisse-
ment T − t - Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
Figure 15. Eﬀet du seuil de probabilite´ de sous-performance α -
Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
(4) Sensibilite´ au niveau de tole´rance au risque a.
Les ﬁgures (Fig.16) et (Fig.17) ci-dessous illustrent le fait que, pour un ni-
veau du parame`tre d’aversion a` la sous-performanceB ﬁxe´, plus le degre´ de
tole´rance au risque de l’investisseur est e´leve´ et moins la contrainte d’aver-
sion a` la sous-performance est restrictive ; par exemple dans l’exemple
nume´rique conside´re´, pour la valeur la plus e´leve´e du parame`tre de tole´rance
au risque , i.e. a = 2, 5 (courbe rose), le niveau d’aversion a` la sous-
performance conside´re´ ne joue presque pas puisque la strate´gie exhibe
le proﬁl ”convexe-concave” typique d’une strate´gie d’assurance de porte-
feuille MV PI.
88 2. CRITE`RE MOYENNE - VARIANCE - DOWNSIDE RISK
Figure 16. Eﬀet du niveau de tole´rance au risque a - Valeurs
interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
Figure 17. Eﬀet du niveau de tole´rance au risque a - Poids in-
terme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
(5) Sensibilite´ au niveau de protection du capital W .
Plus le niveau de protection est bas et plus l’eﬀet de ”sur-exposition”
dans la zone de sous-performance proche de la richesse cible est impor-
tante comme illustre´ sur la ﬁgure (Fig.19).
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Figure 18. Eﬀet du niveau de protection du capital W - Valeurs
interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
Figure 19. Eﬀet du niveau de protection du capital W - Poids
interme´diaires - Strate´gie ”MV VaR”
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2. Strate´gie optimale avec contrainte ”Limited Expected Loss”
Comme dans la section pre´ce´dente, nous nous plac¸ons dans le cadre de la proble´matique
suivante : nous souhaitons analyser le proble`me de choix dynamique de portefeuille
pour l’investisseur averse a` la perte et maximisant l’utilite´ espe´re´e de sa richesse,
avec une forme ge´ne´ralise´e de fonction d’utilite´ quadratique adapte´e a` la prise en
compte de son aversion a` la sous-performance.
De plus, nous faisons l’hypothe`se que le terme supple´mentaire, mesurant l’aver-
sion a` la perte de l’investisseur et inte´gre´ a` l’expression de sa fonction d’utilite´,
pe´nalise la sous-performance non plus de manie`re uniforme (comme c’e´tait le cas
de l’investisseur dans la premie`re section), mais en fonction du couˆt d’utilite´ en-
gendre´ par la sous-performance 16.
Plus pre´cise´ment, de fac¸on a` de´crire le proﬁl d’utilite´ asyme´trique mais continue de
cet investisseur averse a` la sous-performance (i.e. l’aversion a` la sous-performance
e´tant supe´rieure a` l’appe´tit pour le gain), nous conside´rons une fonction d’utilite´
de la forme suivante :
v(x) =
{
AuMV (x) + (B −A)uMV (W 0) si x < W 0
BuMV (x) si x ≥ W 0
avec uMV (.) qui de´signe la fonction d’utilite´ quadratique donne´e par la formule :
uMV (x) ≡ x− (1/2a)x2
avec A, A > B, le niveau d’aversion a` la sous-performance de l’investisseur 17 ,
et avec W 0 la cible de richesse a` atteindre, ou` 0 < W 0 < a.
Autrement dit, nous supposons que la fonction d’aversion a` la perte prend en
compte l’aversion a` la sous-performance en ”pe´nalisant” de manie`re continue les
valeurs de sous-performance en fonction de l’amplitude de la perte 18, ce qui per-
met d’e´viter le ”gambling eﬀect” de´crit dans les sections pre´ce´dentes 19.
Ainsi, cette formulation implique un saut dans la fonction d’utilite´ marginale (et
non plus dans la fonction d’utilite´ elle-meˆme comme c’e´tait le cas pour le crite`re
MV VaR), ce qui s’e´crit 20 :
v′(x) =
{
A(1− x/a) si x < W 0
B(1− x/a) si x ≥ W 0
16. Le couˆt d’utilite´ de la sous-performance est de´ﬁni comme l’e´cart d’utilite´ par rapport au
niveau cible de richesse pour un investisseur non averse a` la sous-performance et ayant une fonction
d’utilite´ quadratique avec le meˆme niveau d’aversion au risque que l’investisseur averse a` la perte
conside´re´.
17. on exclut le cas particulier A = B puisqu’il se re´duit au cas de l’investisseur non averse a`
la sous-performance et ayant la forme standard de fonction d’utilite´ quadratique.
18. la fonction de perte conside´re´e ne pe´nalise plus seulement le fait d’eˆtre en sous-performance
ou non comme cela e´tait le cas pour le proble`me Moyenne Variance avec contrainte de probabilite´
de perte maximale (i.e. contrainte de VaR) analyse´e pre´ce´demment : a` pre´sent, une forte sous-
performance sera beaucoup plus pe´nalise´e qu’un faible niveau de sous-performance
19. l’eﬀet ”Casino” se traduit par un saut discontinu dans l’expression de la richesse ﬁnale
optimale et une sous-performance par rapport a` la strate´gie solution du proble`me sans contrainte
dans les cas les plus de´favorables ; pour plus de de´tails, voir la section pre´ce´dente qui traite de
l’investisseur avec contrainte de risque de type VaR
20. x → v′(x) de´signe la de´rive´e premie`re de la fonction d’utilite´ v(x)
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Finalement, on montre facilement que cette fonction d’utilite´ peut s’e´crire de
la fac¸on suivante :
v(x) = B × [u(x)− C ×Max{L(x,W 0, a), 0}]
ou` u(x) ≡ uMV (x), C ≡ (A/B − 1) de´signe le coeﬃcient d’aversion et L(x,W 0, a)
la fonction de perte mesurant le couˆt d’utilite´ de la sous-performance :
L(x,W 0, a) ≡ uMV (W 0)− uMV (x) = (W
0 − x)× (2a−W 0 − x)
2a
Il s’agit donc d’un cas particulier de l’expression donne´e dans l’e´quation (1.3)
pour les fonctions d’utilite´ HARA, avec fonction de perte continue. Nous avons
conside´re´es cette classe de fonction d’utilite´ dans le proble`me d’investissement (P1)
analyse´ dans la section 1 du chapitre pre´ce´dent.
Notons que cette expression de la fonction d’utilite´ montre que la fonction de perte
conside´re´e pe´nalise l’amplitude de la sous-performance de fac¸on similaire a` la fonc-
tion de perte associe´e a` la semi-variance 21
Le proble`me ”statique” a` re´soudre s’e´crit 22 :
Proble`me 11.
(P11)
{
max
WT∈ L2(P )
E(v(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1 WT ≥ Wp.s.
Ce qui implique en particulier les proprie´te´s suivantes pour les valeurs limites
des parame`tres :
– Pour a → ∞ (niveau d’aversion au risque minimum), le proble`me se rame`ne
au proble`me ”MD” avec γ = 1 analyse´ dans la dernie`re section du premier
chapitre 23.
– PourC → 0 (niveau d’aversion a` la perte minimum), le proble`me est e´quivalent
au proble`me ”MV PI”, avec contrainte explicite de protection W.
21. en eﬀet la mesure de risque associe´e a` la semi-variance est donne´e par le moment partiel
d’ordre deux, LPM(2,W 0,WT ) ≡ E
{(
Max
(
W 0 −WT , 0
))2}
22. Comme pre´ce´demment, nous conside´rons une contrainte supple´mentaire d’assurance de
portefeuille dont l’expression est la suivante : WT ≥ W p.s. avec 0 ≤ W ≤ W 0 ; cela implique en
particulier que la richesse interme´diaire est borne´e par la valeur pre´sente de ce seuil de richesse
minimale, soit W × ZC(t, T ) ≥ 0 ou` ZC(t, T ) ≡ Et (1/HT ) de´signe la valeur a` la date, t, de
l’obligation ”Ze´ro-Coupon” d’e´che´ance T-t.
23. il s’agit du proble`me ”Moyenne / Downside Risk” propose´ par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] pour un choix de mesure de perte correspondant a` l’espe´rance
de sous-performance par rapport au niveau cible, i.e. γ = 1.
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2.1. Expression de la richesse ﬁnale optimale.
The´oreme 3. La richesse terminale optimale du proble`me (P11) est donne´e
par l’expression suivante :
W ∗T =


a(1− k/B)/HT si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
a(1− k/A)/HT si H < HT ≤ H
W si HT ≤ H
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ (k/B)/(1−W 0/a), H ≡ (k/A)/(1−W 0/a), H ≡ (k/A)/(1−W/a)
et ou` H > H > H
Dans le cas limite W 0 = W (respectivement A = B), on retrouve bien comme cas
particulier la strate´gie d’assurance de portefeuille ”MV PI” de niveau de protection
W correspondant au niveau minimum d’aversion a` la perte ; en eﬀet on a alors
H = H (respectivement H = H).
On en de´duit du the´ore`me (3) que la strate´gie optimale peut eˆtre de´compose´e
en strate´gies e´le´mentaires, re´sultat qui peut s’e´noncer de la manie`re suivante :
Conse´quence 9.
La strate´gie dynamique atteignant la richesse terminale solution du proble`me (P11)
et dont l’expression est donne´e dans le the´ore`me(3) est la combinaison des positions
e´le´mentaires suivantes :
– Une strate´gie d’assurance de portefeuille consistant a` de´tenir d’une part, un
portefeuille s’identiﬁant (a` la valeur de la constante k/B pre`s) a` la solution
du proble`me moyenne variance dynamique sans contraintes et d’autre part,
une position acheteuse d’une option Put de strike W 0 e´crite sur ce meˆme
portefeuille.
– Une strate´gie ”vendeuse de couverture” sur le meˆme portefeuille sous-jacent
(a` la valeur de la constante k/A pre`s) comprenant une position vendeuse
d’une option Put de strike W 0.
– Une strate´gie ”acheteuse de couverture” sur le meˆme portefeuille sous-jacent
(a` la valeur de la constante k/A pre`s) comprenant une position acheteuse
d’une option Put de strike W .
Dans la suite de la seconde section , nous allons e´tudier les proprie´te´s de la strate´gie
optimale en conside´rant le meˆme exemple d’application nume´rique que celui de la
premie`re section, celui-ci faisant re´fe´rence implicitement au mode`le a` deux actifs de
[Black Scholes, 1973] 24 (dans la suite B&S) :
24. On rappelle que dans ce cadre, on fait l’hypothe`se de l’existence d’une seule source de
risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux) ; de plus, on suppose que tous les parame`tres servant
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2.2. Choix des parame`tres d’aversion a` la perte.
Conside´rons le proble`me suivant (avec contrainte explicite de type ”LEL” 25) :
Proble`me 12.
(P12)
{
max
WT∈ L2(P )
E(u(WT ))
s.a. E(WT /HT ) =1 et E
[
(1/HT )(W
0 −WT )1{WT≤W 0}
] ≤ ε avec ε ≥ 0 ﬁxe´
avec u(.) ≡ uMV (.) la fonction d’utilite´ quadratique et avec W 0 est la cible de
richesse a` atteindre.
On a le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 15. La richesse terminale optimale du proble`me (P12) est donne´e
par l’expression suivante :
W ∗T =


a(1 − k1/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT ≤ H
a(1 − (k1 − k2)/HT ) si H < HT ≤ H
W si HT ≤ H
avec H ≡ k1/(1 −W 0/a), H ≡ (k1 − k2)/(1 −W 0/a), H ≡ (k1 − k2)/(1 −W/a)
tels que H > H > H,
avec k1 ≥ 0 et k2 ≥ 0 ve´riﬁant le syste`me d’e´quations suivant :{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)≤W 0}
]
= ε ou` k2 = 0
a` de´crire la dynamique du prix des deux actifs ﬁnanciers (un actif sans rique et un actif risque´)
sont constants. L’univers d’investissement se compose donc des deux actifs suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la valeur a` la
date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´ par
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout autre actif
action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement brownien ge´ome´trique ;
son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt + σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux court plus
une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ− r) et σ de´signe sa volatilite´ constante.
25. mesure introduite par [Basak Shapiro, 2001] dans le cadre d’un proble`me de maximi-
sation de l’espe´rance d’utilite´ d’un agent ayant une fonction d’utilite´ CRRA et une contrainte
de risque explicite se traduisant par un seuil maximum d’espe´rance de perte (”Limited Expected
Loss”) ; pour plus de de´tails voir le chapitre pre´ce´dent qui traite des proble`mes de maximisation
de l’espe´rance d’utilite´ CRRA avec prise en compte de l’aversion a` la perte de l’investisseur
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On obtient ainsi un re´sultat d’e´quivalence entre les deux proble`mes (P11) et (P12)
que nous formulons dans la conse´quence suivante :
Conse´quence 10. Si W ∗T est la solution du proble`me (P11)(A,B) avec B =
k/k1, A = k/(k1 − k2), et avec k1 et k2 ve´riﬁant le syste`me d’e´quations suivant :{
E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)≤W 0}
]
= ε ou k2 = 0
Alors W ∗T est aussi la solution du proble`me (P12)(ε) et re´ciproquement.
Sur la ﬁgure (Fig.20) (respectivement (Fig.21)) ci-dessous nous avons repre´sente´
la fonction de correspondance entre le niveau d’aversion a` la perte de l’asset ma-
nager, i.e. LossAversion(C,WT ,W
0, a) ≡ C × L(WT ,W 0, a), et la valeur du pa-
rame`tre ε, pour diﬀe´rentes valeurs de WT , pour une valeur de richesse cible e´gale
a` la performance de l’actif mone´taire, W 0 = 122% (respectivement supe´rieure a` la
performance de l’actif mone´taire, W 0 = 135%) et un niveau du parame`tre d’aver-
sion au risque de a = 1, 5.
On notera que plus la valeur de ε est basse, plus l’e´cart entre les courbes de niveau
d’aversion a` la sous-performance est important ; autrement dit plus le degre´ d’aver-
sion a` la perte est important (i.e. plus la valeur de ε est faible) et plus la mesure
d’aversion est sensible a` l’e´cart de sous-performance.
Enﬁn, il est inte´ressant de souligner la diﬀe´rence suivante entre les deux cas conside´re´s :
– L’aversion maximale dans le cas W 0 = 122, 14% paraˆıt correspondre a` une
valeur de ε e´gale a` 0% ( ε semble converger rapidement vers la valeur 0 quand
A augmente vers +∞).
– Dans le cas W 0 = 135%, l’aversion maximale est atteinte pour une valeur de
ε strictement non nulle, approximativement e´gale a` 10,54%. Ainsi la strate´gie
”limite” correspondant au maximum d’aversion semble eˆtre diﬀe´rente selon
le niveau de richesse cible choisie, ce que nous allons pre´ciser ulte´rieurement.
Aﬁn d’illustrer graphiquement l’eﬀet du choix du niveau de risque maximum
tole´re´, ε, sur le proﬁl de la strate´gie optimale, nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure
(Fig.22) (respectivement (Fig.23)), pour diﬀe´rentes valeurs de ε et dans le cas par-
ticulier ou` W 0 = 122, 14% = erT (resp. dans le cas ou` W 0 = 135%), les valeurs des
”strikes”, note´es Mmax, Mmed et MW
26, correspondant aux trois seuils de valeur
de l’actif risque´ se´parant les quatre e´tats de richesse ou` l’expression de la richesse
ﬁnale optimale est diﬀe´rente.
On peut faire les remarques suivantes :
26. Comme nous l’avons de´ja` mentionne´ dans la section 1 ci-dessus, sous les hypothe`ses du
mode`le d’actifs de B & S, il existe une correspondance biunivoque entre Mt, la valeur de l’actif
risque´ a` la date t, et Ht celle du portefeuille nume´raire ou de croissance optimale ; en particulier,
les valeurs seuils note´es Mmax, Mmed et MW correspondent aux valeurs de l’actif risque´ qui
s’obtiennent de celles de H, H et H par cette transformation.
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Figure 20. LossAversion(C,WT ,W
0, a) en fonction de ε pour
diﬀe´rentes valeurs de la richesse terminale WT
W 0 = 122%, W = 0%, a = 1, 5, B = 1
Figure 21. LossAversion(C,WT ,W
0, a) en fonction de ε pour
diﬀe´rentes valeurs de la richesse terminale WT
W 0 = 135%, W = 0%, a = 1, 5, B = 1
A la limite du seuil d’aversion maximum, la strate´gie MV LEL semble se com-
porter de la meˆme fac¸on quelque soit le niveau de richesse cible.
Pour les valeurs de ε supe´rieures a` un certain seuil correspondant au maximum
d’aversionC = 0 (approximativement 5,97% pourW 0=122% et 11,6% pourW 0=135%),
la strate´gie MV LEL s’identiﬁe a` la strate´gie MV sans contrainte d’aversion a` la
sou`s-performance : les courbes de valeur des deux strikes Mmax et Mmed se re-
joignent et la zone interme´diaire de protection disparaˆıt.
A l’oppose´, pour les valeurs interme´diaires et e´leve´es du parame`tre , la strate´gie
MV LEL semble se comporter diﬀe´remment selon que l’on conside`re le cas W 0 =
122, 14% ou le cas W 0 = 135%.
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– PourW 0 = 135%, quand ε diminue, les valeurs deMmed etMW restent quasi
constantes et celle de Mmax croˆıt fortement ;
– Pour W 0 = 122%, les valeurs Mmed et MW de´croissent en convergent vers 0
et celle de Mmax croˆıt avec une vitesse qui diminue au fur et a` mesure que ε
diminue (proﬁl concave de la courbe).
On ve´riﬁe que, pour les tre`s grandes valeurs de A, les valeurs ”limites” des strikes
Mmed et MW sont bien nulles dans le cas ou` W
0 = 122% et non nulles pour
W 0 = 135%; de plus, dans les deux cas, Mmax tend vers l’inﬁni.
Figure 22. Valeurs des ”strikes” (Mmax, Mmed et MW ) en fonc-
tion du niveau d’espe´rance de sous-performance (ε) - W 0 = 122%,
W = 0% et a = 1, 5.
Figure 23. Valeurs des ”strikes” (Mmax, Mmed et MW ) en fonc-
tion du niveau d’espe´rance de sous-performance (ε) - W 0 = 135%,
W = 0% et a = 1, 5.
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On en de´duit une conjoncture importante que l’on e´nonce sous la forme de la
proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 16. Pour A → ∞, (cas de l’investisseur avec un degre´ d’aversion
a` la sous-performance maximum), la solution du proble`me (P11) dont l’expression
ge´ne´rale est donne´e dans le the´ore`me (3) converge vers la strate´gie suivante :
(1) Pour W 0 = erT et W = 0,
la strate´gie dont la valeur ﬁnale est une constante e´gale au seuil de ri-
chesse cible, W 0 : W ∗∞T ≡ W 0.
(2) Pour W 0 > erT et W = 0,
la strate´gie dont la richesse ﬁnale est la solution du proble`me ”Moyenne /
Semi-Variance” 27 pour laquelle le seuil de richesse maximum impose´ est
ﬁxe´ au niveau de la richesse cible W 0 ; son expression est la suivante
W ∗∞T =


W 0 si HT > H
a∗(1− k/HT ) si H ≤ HT < H
0 si HT < H
avec a∗ ≡ W 0 + 1/2A∗ ou` A∗ est le coeﬃcient d’aversion du proble`me
”Moyenne / Semi-Variance”, avec H ≡ k/(1−W 0/a∗), H ≡ k et avec k
ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗∞T /HT ) = 1.
(3) Pour W 0 < erT et W=0,
la strate´gie MV PI d’assurance de portefeuille de niveau W 0.
2.3. Etude comparative du ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale.
Nous souhaitons comparer le proﬁl de gain ﬁnal de la strate´gie ”MV LEL” a` celui
de plusieurs strate´gies de´ja` analyse´es pre´ce´demment et en particulier a` celui de la
strate´gie ”MV VaR” e´tudie´e dans la section pre´ce´dente.
(1) Comparaison avec la strate´gie optimale du proble`me MV avec contrainte
de protection (strate´gie ”MV PI”) et sans aucunes contraintes (strategie
”MV”).
En observant la ﬁgure (Fig.24), nous pouvons faire les deux remarques
suivantes :
On peut conside´rer la strate´gie MV LEL comme une strate´gie d’assurance
de portefeuille interme´diaire entre la strate´gie MV PI (correspondant au
maximum d’aversion) et la strate´gie MV sans contrainte d’aversion ni de
protection (minimum d’aversion a` la sous-performance).
27. il s’agit du proble`me de maximisation de l’espe´rance de gain sous contrainte de seuil sur
la semi-variance (i.e. variance des richesses en dessous du seuil de richesse cible) avec contraintes
supple´mentaires de non ne´gativite´ et plafond de richesse ; ce proble`me a e´te´ analyse´ dans la dernie`re
section du chapitre pre´ce´dent
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On notera aussi que la valeur ﬁnale de la strate´gie MV LEL est au-dessus
de celle de la strate´gie MV dans la zone de sous-performance (il n’y a pas
l’eﬀet ”casino” observe´ sur le pay-oﬀ de la strate´gie solution optimale du
proble`me MV VaR).
Figure 24. strate´gies optimales MV, MV PI, MV LEL (a = 1, 5,
W 0 = 100%, W = 0%).
(2) Comparaison avec la strate´gie optimale ”MV VaR” et ”MSV” 28
L’analyse de la ﬁgure (Fig.25) re´ve`le que pour les niveaux de richesse
correspondant a` une sur-performance, les deux strate´gies (MV VaR et
MV LEL) posse`dent les meˆmes caracte´ristiques qui les distinguent de la
strate´gie MSV.
En eﬀet, a` l’oppose´ de la strate´gie MSV, les pay-oﬀs des strate´gies MV
LEL et MV VaR ne sont pas constants dans la zone des richesses e´leve´es
et n’exhibent pas non plus de discontinuite´ entre l’e´tat des richesses in-
terme´diaires et l’e´tat des richesses e´leve´es ; de plus, on observe que la cou-
verture dans l’e´tat interme´diaire est parfaite contrairement au cas MSV
ou` il se produit une sous-performance.
En revanche, les deux strate´gies MV VaR et MV LEL correspondent a`
des proﬁls de gain tre`s diﬀe´rents dans les e´tats de sous-performance.
La richesse ﬁnale de la strate´gie MV LEL a l’avantage, par rapport a`
celle de la strate´gie MV VaR, de ne pas exhiber une discontinuite´ entre
l’e´tat de sous-performance et l’e´tat de richesses interme´diaires induisant
un comportement de ”joueur” de la part de l’investisseur MV VaR.
28. On rappelle que la strate´gie ”MSV” (”Moyenne / Semi-Variance”) de´signe la strate´gie solu-
tion optimale du proble`me ”MD” avec γ = 2 (i.e. proble`me ”Mean Downside Variance”) propose´
par [Berkelaar Kouwenberg, 2000] et dont nous avons pre´sente´ les principales proprie´te´s dans
la dernie`re section du premier chapitre.
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Figure 25. strate´gies optimales MV VaR, MV LEL, MSV
Strate´gie MV VaR : a = 1, 5, W 0 = 100%.
Strate´gie MV LEL a = 1, 5, W 0 = 100%, W = 0%, ε = 1%
Strate´gie MSV : A = 1, W = 142%, W 0 = 122%, W = 0%.
Ceci peut s’expliquer de la manie`re suivante : l’investisseur MV LEL
est sensible non seulement a` la de´viation par rapport a` la cible de ri-
chesse (tout comme l’investisseur MV VaR) mais aussi a` l’amplitude des
de´viations (comme l’investisseur MSV).
Finalement en terme de performance relative, la strate´gie MV LEL sur-
performe la strate´gie MV VaR dans les cas de´favorables ; ceci se produi-
sant au de´triment d’une zone de couverture parfaite (e´tat interme´diaire)
plus restreinte que dans le cas MV VaR. En ce qui concerne le niveau de
gain en cas de sur-performance, il est relativement similaire pour les deux
strate´gies.
(3) Comparaison avec la valeur ﬁnale de la strate´gie solution du proble`me
”CRRA LEL”
Bien qu’il soit encore une fois diﬃcile (voir la section pre´ce´dente) de com-
parer les deux crite`res, CRRA LEL et MV LEL, qui sont fonde´s sur des
fonctions d’utilite´ tre`s diﬀe´rentes, en nous re´fe´rant a` l’exemple nume´rique
illustre´ sur la ﬁgure (Fig.26) 29, nous pouvons faire les deux remarques
suivantes :
29. on conside`re les deux strate´gies CRRA LEL et MV LEL pour le meˆme niveau d’espe´rance
de sous-performance maximum et la meˆme richesse cible
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Figure 26. strate´gies optimales MV LEL et CRRA LEL pour le
meˆme niveau d’espe´rance de sous-performance
Strate´gie MV LEL : a = 2, W 0 = 122%, W = 0%, ε = 11%.
Strate´gie CRRA LEL : γ = 75%, W 0 = 122%, W = 0%, ε = 11%.
– Le proﬁl de gain concave de la strate´gie MV LEL implique que
cette strate´gie sur-performe la strate´gie convexe CRRA VaR dans
une zone de richesse ”interme´diaire - haute” (dans notre exemple
pour les valeurs de MT allant de 1,1 a` 2,1).
– On observe une discontinuite´ dans le ”pay-oﬀ” de la strate´gie MV
LEL entre l’e´tat bas et l’e´tat de richesse nulle re´sultant de la contrainte
impose´e de non ne´gativite´. Ceci n’est pas le cas pour la strate´gie
CRRA LEL qui, dans la zone des richesses basses, converge de
manie`re continue vers une valeur limite e´gale a` ze´ro.
2.4. Sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal au choix des parame`tres.
(1) Eﬀet du changement du seuil d’espe´rance de sous-performance maximale
ε 30
Les graphiques ci-dessous illustrent le fait que la sensibilite´ au change-
ment du parame`tre, ε, est diﬀe´rente selon que l’e´cart conside´re´ entre le
niveau de richesse cible, W 0 et la performance ﬁnale de l’actif sans risque
est nulle, positif ou ne´gatif.
Le cas d’une richesse cible e´gale a` celle de l’actif sans risque est illustre´
avec l’exemple nume´rique de la ﬁgure (Fig.27) ; le choix d’une richesse cible
plus e´leve´e que la performance de l’actif ”mone´taire” est repre´sente´ sur la
ﬁgure (Fig.28) et celui d’une richesse plus basse sur la ﬁgure (Fig.29).
30. ou de manie`re e´quivalente du changement du parame`tre d’aversion a` la sous-performance
A.
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(a) Inte´ressons nous tout d’abord au cas limite ou` l’aversion a` la perte
est minimum A = B = 1 : ce qui correspond a` ε = 6% pour
W 0 = 122% = erT (Fig.27), ε = 11, 57% pour W 0 = 135% > erT
(Fig.28), ε = 2, 05% pour W 0 = 100% < erT (Fig.29). Dans ce cas,
l’investisseur VaR LEL se comporte de la meˆme fac¸on quelque soit
le choix du niveau de richesse cible conside´re´e : la strate´gie MV LEL
s’identiﬁe dans les trois cas a` la strate´gie MV PI de richesse minimum
W (e´gale a` 0 dans l’exemple nume´rique conside´re´).
(b) Dans le cas limite ou`, au contraire, le niveau d’aversion a` la perte de
l’investisseur est maximal, i.e. A → ∞, nous retrouvons les proprie´te´s
e´nonce´es dans la proprie´te´ (16) ci-dessus.
Dans ce cas, l’investisseur VaR LEL se comporte diﬀe´remment se-
lon le choix de la cible de richesse ﬁnale conside´re´e :
– Pour W 0 = 122% = erT , le pay-oﬀ de la strate´gie MV LEL (cf. cas
ε = 0, 3% (courbe bleue) de la ﬁgure (Fig.27)) converge vers celui
de la strate´gie ”limite” constante W 0.
Figure 27. strate´gies optimales MV LEL : eﬀet du niveau
d’espe´rance de sous-performance - cas W 0 = erT
– Pour W 0 > erT , le pay-oﬀ de la strate´gie MV LEL (cf. cas ε =
10, 54% (courbe bleue) de la ﬁgure (Fig.28)) converge vers celui
de la strate´gie ”limite” ”MSV” pour laquelle le seuil de richesse
maximum est ﬁxe´ a` W 0.
– Pour W 0 < erT , le pay-oﬀ de la strate´gie MV LEL (cf. cas ε =
0, 24% (courbe bleue) de la ﬁgure (Fig.29)) converge vers celui de
la strate´gie limite ”MV PI” avec un niveau de protection e´gal a`
celui de la richesse cible W 0.
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Figure 28. strate´gies optimales MV LEL : eﬀet du niveau
d’espe´rance de sous-performance - cas W 0 > erT
Figure 29. strate´gies optimales MV LEL : eﬀet du niveau
d’espe´rance de sous-performance - cas W 0 < erT
(2) Eﬀet du changement du niveau de richesse cible W 0.
L’analyse de la ﬁgure (Fig.30) fait ressortir les deux points suivants :
– Comme pour la strate´gie MV VaR, a` niveau de seuil de probabilite´
de sous-performance e´quivalent, la zone interme´diaire de valeurs de
l’actif risque´ correspondant a` une gestion ”passive”, avec protection
du seuil de richesse cible, est d’autant plus e´tendue que le niveau
de richesse cible est e´leve´.
– A l’inverse de la strate´gie MV VaR, a` niveau de seuil de probabilite´
de sous-performance e´quivalent, la zone de gestion active ou` il se
produit une sous-performance est d’autant plus e´tendue que le ni-
veau de richesse cible est e´leve´ (ce qui traduit simplement la forme
continue du ”pay-oﬀ” de la strate´gie MV LEL).
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Ainsi, le proﬁl de gain de la strate´gie MV LEL sera d’autant plus de´fensif
que le niveau de richesse cible sera e´leve´ (i.e. moins de performance dans
les sce´narios favorables, et plus de protection dans les sce´narios de marche´
me´dians et de´favorables, quand le niveau de richesse cible augmente).
Figure 30. strate´gies optimales MV LEL : eﬀet du niveau de
richesse cible W 0
(3) Eﬀet du changement du niveau d’aversion au risque a.
Comme le montre la ﬁgure (Fig.31), a` niveau de seuil de sous-performance
e´quivalent,
– La zone interme´diaire de valeur de l’actif risque´ ou` s’ope`re une ges-
tion ”passive” avec protection du seuil de richesse cible est d’autant
plus large que le niveau de tole´rance au risque est e´leve´.
– A l’inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus re´duite que le niveau de tole´rance au risque est e´leve´.
– Enﬁn, dans la zone de gestion active avec sur-performance, a` partir
d’un certain seuil de performance de l’actif risque´, la strate´gie est
d’autant plus performante que le niveau de tole´rance au risque est
e´leve´.
Par conse´quent, on en de´duit que l’accroissement du niveau de tole´rance
au risque implique une prise de risque plus importante ; i.e. une perte plus
importante, resp. un gain plus important en cas de sce´nario de marche´
de´favorable, resp. favorable.
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Figure 31. strate´gies optimales MV LEL : eﬀet du niveau d’aver-
sion au risque a
2.5. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
En conside´rant l’expression de la richesse terminale optimale qui est fournie dans
le the´ore`me (3), on en de´duit que la strate´gie MV LEL peut s’interpre´ter comme la
combinaison de trois strate´gies plus e´le´mentaires e´crites sur le meˆme sous-jacent, le
portefeuille note´ I atteignant la richesse ﬁnale 1/HT
31 :
– Une strate´gie d’assurance de portefeuille de type MV PI dont la valeur in-
terme´diaire est note´e Xt comprenant une position investie dans un Ze´ro-
Coupon et une position acheteuse d’une option Put de strike I ≡ 1/H.
– Une strate´gie ”vendeuse de couverture” dont la valeur interme´diaire est note´e
Yt constitue´e d’une position vendeuse d’une option Put de strike I ≡ 1/H.
– Une strate´gie ”acheteuse de couverture” dont la valeur interme´diaire est note´e
Zt constitue´e d’une position acheteuse d’une option Put de strike I = 1/H.
Plus pre´cise´ment, on a le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 17. La valeur a` la date t, de la solution optimale, W ∗t , est donne´e
par la formule suivante : W ∗t = Xt+ Y t+ Zt
avec Xt ≡ WZC(t, T ) + akBP (It, I, T − t),
Yt ≡ −akAP (It, I, T − t),
et Zt ≡ akAP (It, I, T − t)
31. pour une de´ﬁnition pre´cise de ce portefeuille voir la section pre´ce´dente qui traite de la
strate´gie MV VaR
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avec les meˆmes notations que pre´ce´demment et ou` ZC(t, T ) (resp. P (It, X, T − t),
resp. B(It, X, T − t)) de´signe la valeur du Ze´ro-coupon (resp. de l’option put eu-
rope´en, resp. de l’option Put binaire de strike X), d’e´che´ance T − t, sur le sous-
jacent It.
On en de´duit sous les hypothe`ses du mode`le a` deux actifs de B&S les re´sultats
suivants :
Proprie´te´ 18. La valeur a` la date t de la solution optimale, W ∗t , est donne´e
par la formule :
W ∗t = We
−r(T−t) + akBP (It, I, T − t)− akA{P (It, I, T − t)− P (It, I, T − t)}
avec P (It, X, T − t) qui de´signe la valeur de l’option put europe´en de strike X,
d’e´che´ance T − t, sur le sous-jacent It :
P (It, X, T − t) = Xe−r(T−t)N(−d2(X))− ItN(−d1(X))
avec
d2(x) =
log(
It
x )+(r−λ
2
2 )(T−t)
λ
√
T−t ; d1(x) = d2(x) + λ
√
T − t
et avec I = 1/H, I = 1/H, I = 1/H, kA = k/A, kB = k/B.
Finalement, nous montrons qu’il est possible d’identiﬁer l’expression de la mesure
du risque de sous-performance pour la strate´gie optimale ”MV LEL”, qu’on notera
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ), a` la valeur d’une option Put Spread de ”couverture” e´crite sur
le portefeuille de type ”MV”, a(1− kAIT ).
Ce re´sultat est expose´ dans la proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 19 (Mesure de risque ”LEL”).
(1) La mesure du risque de sous-performance associe´e a` la solution optimale
du proble`me MV LEL, note´e ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ), correspond au couˆt d’ac-
quisition d’une strate´gie de couverture qui n’est autre qu’une option Put
Spread ayant pour strikes W et W 0 avec W < W 0 et e´crite sur le porte-
feuille de type MV atteignant la richesse ﬁnale a(1− kAIT )
(2) La mesure de risque ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) s’apparente a` la mesure de risque
associe´e au ratio de ”Sharpe Omega”, pour le niveau de richesse cible W 0,
du portefeuille de type MV PI qui atteint la richesse ﬁnale
Max {a(1− kA/HT );W} 32.
32. En eﬀet, on a
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = E0
[{
W 0 − a(1 − kA/HT )
}
1H<HT≤H+(W
0 −W )1HT≤H
]
ce qui est la valeur pre´sente d’une option Put de strike, W 0, e´crite sur le portefeuille sous-jacent
atteignant la richesse ﬁnale, Max {a(1 − kA/HT );W}, strate´gie de type ”PI MV”.
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Preuve de la proprie´te´ (19).
On a : ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) ≡ E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T )1{W∗T≤W 0}
]
De l’expression de W ∗T donne´e dans le the´ore`me (3), on en de´duit que
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = W 0e−r(T−t) + akBP (I0, I, T )− E [(1/HT )W ∗T ]
Et en utilisant la Proprie´te´ (18), on obtient alors :
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = W ◦e−rT + akAP (I0, I, T )− (We−rT + akAP (I0, I, T ))
Ainsi le niveau de risque mesure´ par le parame`tre ε est e´gal a` la diﬀe´rence entre la
valeur d’une strate´gie MV PI de strike W 0 et celle d’une strate´gie MV PI de strike
W < W 0 associe´e a` la meˆme constante kA, ce qui s’e´crit encore :
ε(HT ,W
∗
T ,W
0, T ) = P spread(a(1− kAIT ),W ,W 0, T )
ou` P spread(Zt,W ,W
0, T−t) de´signe la valeur a` la date, t, du Put Spread d’e´che´ance,
T − t, de strikes W et W 0 avec W < W 0 sur le sous-jacent Zt 33. On en de´duit le
re´sultat cherche´. 
Ainsi le choix du niveau d’aversion pour le risque, A, conside´re´ par l’investisseur
cherchant a` re´soudre le proble`me (P11) peut se traduire en terme ﬁnancier par un
choix implicite de niveau de tole´rance au risque de sous-performance ; cette mesure
de risque e´tant identiﬁe´e comme la mesure de risque associe´e au ratio de ”Sharpe
Omega ”de seuil W 0 de la strate´gie MV PI de richesse minimale W et correspon-
dant a` la constante kA
34.
L’expression des poids de la strate´gie optimale se de´duit aise´ment de la Proprie´te´
(18) :
Proprie´te´ 20. L’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspondant
au proble`me (P12) est donne´e par l’expression suivante :{
w∗tW
∗
t investi (en cash) dans l’actif risque´ M
(1− w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
avec w∗tW
∗
t =
∂W∗t
∂It
iIt = ah{kBN(−d1(I)) + kAN(−d1(I))− kAN(−d1(I))}It
Nous analysons maintenant la sensibilite´ de la strate´gie MV LEL aux variations de
l’actif risque´ pour diﬀe´rentes valeurs des parame`tres conside´re´s.
(1) Sensibilite´ a` l’actif risque´ sous-jacent
Nous conside´rons la strate´gie MV LEL pour W 0 = 122, 14% et pour un
niveau de protection a` hauteur de 90% du capital investi ; a` titre de compa-
raison, nous considerons e´galement la strate´gie MV PI avec une protection
du capital a` 90% (note´e ”MV PI 0”) et a` 100% (note´e”MV PI 1”).
33. Le ”pay-oﬀ” de cette option Put Spread s’e´crit :
Max
{
W 0 − ZT ; 0
}−Max {W − ZT ; 0} avec ZT ≡ a(1 − kA/HT ).
34. kA ≡ k/A avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante E(W ∗T /HT ) = 1 ou` W ∗T de´signe
la strate´gie MV LEL (dont l’expression de la richesse terminale est donne´e dans le the´ore`me (3)).
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Sur la ﬁgure (Fig.32), nous avons repre´sente´ le ”pay-oﬀ” de la strate´gie
MV LEL (courbe rouge), MV VaR (courbe rose) et celui de la strate´gie
”MV PI 0” (courbe violette) et de la strate´gie ”MV PI 1” (courbe bleue).
La strate´gie MV LEL domine les strate´gies d’assurance de portefeuille
dans un intervalle de valeurs de l’actif risque´ me´dianes a` basses ; a` l’op-
pose´, pour les valeurs de l’actif risque´ ou` elle sur-perfomance la richesse
cible, la strate´gie MV LEL est domine´e par les strate´gies d’assurance de
portefeuille.
D’autre part, dans la zone de sous-performance par rapport a` la richesse
cible, la valeur de la strate´gieMV LEL est au-dessus de celles des strate´gies
MV VaR et MV PI 0 ; de plus, le ”pay-oﬀ” de la strate´gie MV LEL ne
pre´sente pas de discontinuite´ comme c’est le cas pour la strate´gie MV
VaR.
Figure 32. Valeurs ﬁnales - Strate´gie ”MV LEL”, ”MV PI 0”,
”MV PI 1”
”MV VaR” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
Comme on peut l’observer sur la ﬁgure (Fig.33), la valeur interme´diaire
(au bout de 4,5 ans) de la strate´gie MV LEL reste proche de celle de la
strate´gie MV PI 0 et MV PI 1 et les remarques faites sur le ”pay-oﬀ” de
ces strate´gies reste valables.
Sur la ﬁgure (Fig.34), nous avons repre´sente´, pour les trois strate´gies
conside´re´es, le poids de la richesse totale investi dans l’actif risque´.
Nous pouvons faire les commentaires suivants :
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Figure 33. Valeurs interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL”, ”MV
VaR”, ”MV PI 0”, ”MV PI 1”
”MV LEL” ”MV VaR” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
– L’investisseur de la strate´gie MV LEL (courbe rouge) se comporte,
dans un intervalle de valeurs e´leve´es de l’actif risque´ ou` se produit
une sur-performance (valeurs deMt supe´rieures a` 1,5 dans l’exemple
nume´rique conside´re´), de fac¸on similaire a` celui de la strate´gie MV
PI 0 sans contrainte de sous-performance (courbe violette) et a donc
un proﬁl concave (le poids de la richesse total investi en actif risque´
augmente quand la valeur de l’actif risque´ baisse).
– Dans un intervalle de valeurs interme´diaires de l’actif risque´ ou` la
richesse est le´ge`rement infe´rieure au niveau cible (valeurs de Mt
comprises entre 1 et 1,5), la strate´gie MV LEL est similaire a` une
strate´gie d’assurance de portefeuille convexe (baisse de l’exposition
en actif risque´ au fur et a` mesure de la baisse de la valeur de l’actif
risque´) tandis que la strate´gie MV PI 0 continue d’exhiber un proﬁl
concave ; a` noter que le niveau de de´sinvestissement en actif risque´
de la strate´gie MV LEL est plus faible que dans le cas de la strate´gie
VaR.
– Dans un intervalle de valeurs encore plus basses de l’actif risque´ (va-
leurs de Mt comprises entre 0,6 et 1), la strate´gie MV VaR ope`re
un re´-investissement sans de´passer l’exposition a` l’actif risque´ de la
strate´gie MV PI 0 ; il n’y a donc pas d’eﬀet casino, au contraire de
la strate´gie MV VaR.
– Pour les valeurs les plus basses de l’actif risque´ (valeurs infe´rieures a`
0,6 dans notre exemple nume´rique), la strate´gie MV LEL est a` nou-
veau similaire a` une strate´gie convexe d’assurance de portefeuille :
quand l’actif risque´ baisse, le niveau d’exposition a` l’actif risque´
re´gresse, en convergeant vers 0, et sans jamais, contrairement a` la
2. STRATE´GIE OPTIMALE AVEC CONTRAINTE ”LIMITED EXPECTED LOSS” 109
strate´gie MV VaR, repasser en dessous du niveau d’exposition de
la strate´gie MV PI 0 (correspondant a` une strate´gie moins averse a`
la sous-performance).
Figure 34. Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL”, ”MV
VaR”, ”MV PI 0”, ”MV PI 1”
”MV VaR” et ”MV LEL” : W 0 = 122%, W = 90%.
”MV PI 0” : W = 90%.
”MV PI 1” : W = 100%.
(2) Sensibilite´ au temps restant jusqu’a` l’horizon d’investissement.
Comme on peut observer sur la ﬁgure (Fig.35), l’investisseur ”MV LEL”
se comporte de manie`re contraire aux re`gles de ”diversiﬁcation tempo-
relle” du ”Conventional Wisdom” ; en eﬀet plus le temps passe et plus la
strate´gie est sensible au mouvement du sous-jacent MT .
(3) Sensibilite´ au seuil d’espe´rance de sous-performance ε.
Les ﬁgures (Fig.36), (Fig.37),(Fig.38),(Fig.39) montrent que, comme dans
le cas de l’investisseur ”MV VaR”, plus l’aversion a` la sous-performance
est e´leve´e (i.e. plus la valeur du parame`tre ε est faible) plus l’investisseur
”MV LEL” a tendance a` ”sur re´agir” par rapport a` l’investisseur MV PI
de re´fe´rence (investisseur ”MV LEL” avec un niveau minimum d’aversion
a` la sous-performance).
Ainsi, le creux d’exposition a` l’actif risque´, qui se produit dans un in-
tervalle de valeurs interme´diaires de l’actif risque´, devient plus prononce´
quand la valeur du parame`tre de perte, ε, diminue.
A l’oppose´, contrairement a` la strate´gie VaR, le pic d’exposition a` l’ac-
tif risque´ qui se produit dans la zone de sous-performance est le meˆme
quelque soit le choix du niveau de risque de sous-performance maximale.
110 2. CRITE`RE MOYENNE - VARIANCE - DOWNSIDE RISK
(4) Sensibilite´ au niveau de tole´rance au risque a.
Les ﬁgures (Fig.40) et (Fig.41) ci-dessous illustrent le fait que pour une
valeur donne´e du parame`tre d’aversion a` la sous-performance A, plus le
niveau de tole´rance au risque est e´leve´, moins la contrainte d’aversion a`
la sous-performance est restrictive pour l’asset manager MV LEL.
Par exemple, pour le niveau le plus e´leve´ de tole´rance au risque conside´re´
dans notre exemple nume´rique, i.e. a = 4 (courbe rose), le degre´ d’aver-
sion a` la sous-performance ne joue presque pas puisque la strate´gie exhibe
le proﬁl ”convexe-concave” typique d’une strate´gie d’assurance de porte-
feuille MV PI.
(5) Sensibilite´ au niveau de protection du capital W .
Plus le niveau de protection est bas et plus l’eﬀet de ”sur-exposition”
dans la zone de sous-performance proche de la richesse cible est impor-
tant comme illustre´ sur les ﬁgures (Fig.42) et (Fig.43).
Figure 35. Eﬀet du temps restant jusqu’a` l’horizon d’inves-
tissement T − t - Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” -
W 0 = 122%
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Figure 36. Eﬀet du seuil d’espe´rance de sous-performance ε -
Valeurs interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” - W 0 = 122%
Figure 37. Eﬀet du seuil d’espe´rance de sous-performance ε -
Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” - W 0 = 122%
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Figure 38. Eﬀet du seuil d’espe´rance de sous-performance ε -
Valeurs interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” - W 0 = 135%
Figure 39. Eﬀet du seuil d’espe´rance de sous-performance ε -
Poids interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” - W 0 = 135%
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Figure 40. Eﬀet du niveau de tole´rance au risque a - Valeurs
interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” W 0 = 122%
Figure 41. Eﬀet du niveau de tole´rance au risque a - Poids
interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” W 0 = 122%
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Figure 42. Eﬀet du niveau de protection du capital W - Valeurs
interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” W 0 = 122%
Figure 43. Eﬀet du niveau de protection du capital W - Poids
interme´diaires - Strate´gie ”MV LEL” W 0 = 122%
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3. Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, nous nous sommes inte´resse´ au proble`me d’allocation dynamique
de portefeuille ”Moyenne-Variance / Donwnside Risk”, en guise d’alternative aux
proble`mes ”Moyenne / Variance” (non prise en compte de l’aversion a` la sous-
performance de l’investisseur) et ”Moyenne / Donwnside Risk” (neutralite´ au risque
dans la zone de sur-performance).
Il s’agit du proble`me d’investissement de l’asset manager qui cherche a` maximiser
l’utilite´ espe´re´e de sa richesse ﬁnale pour une forme ge´ne´ralise´e de fonction d’uti-
lite´ quadratique adapte´e a` la prise en compte de son aversion a` la sous-performance.
Nous avons conside´re´ implicitement les deux mesures de risque que sont la proba-
bilite´ de perte et l’espe´rance du couˆt d’utilite´ de cette perte, et nous avons suppose´
que l’investisseur doit prendre en compte une contrainte explicite supple´mentaire
d’assurance de portefeuille dans son crite`re d’investissement.
La forme du proble`me d’investissement analyse´ ge´ne´ralise un certain nombre de
proble`mes d’investissement de´ja` propose´s dans la litte´rature :
– A la limite, pour un niveau d’aversion a` la perte nul, on retrouve la forme du
proble`me ”Moyenne-Variance” avec contrainte de protection du capital mais
sans aversion a` la sous-performance.
– A la limite, pour un niveau de tole´rance au risque maximal, on retrouve la
forme du proble`me ”Moyenne / Downside Risk” avec contrainte de protec-
tion du capital et avec une neutralite´ face au risque de l’investisseur dans la
zone de sur-performance.
Nous avons montre´ que ce proble`me d’investissement peut, de manie`re e´quivalente,
s’exprimer comme celui de l’investisseur non averse a` la sous-performance, qui
cherche a` maximiser l’utilite´ (quadratique) espe´re´e de sa richesse ﬁnale et qui doit
prendre en compte une double contrainte explicite de risque ; une contrainte d’as-
surance de portefeuille ainsi qu’une contrainte de niveau maximal de risque de
sous-performance.
Il s’agira d’une contrainte explicite de type ”Value at Risk” (si la probabilite´ de
perte est la mesure de risque choisie) ou d’une contrainte de type ”Limited Expec-
ted Loss” (si le choix de la mesure de risque porte sur l’espe´rance du couˆt d’utilite´
de la perte).
Nous avons montre´ que, selon la mesure de perte conside´re´e, l’eﬀet de la prise
en compte d’une contrainte supple´mentaire d’assurance de portefeuille sur le proﬁl
de gain optimal est tre`s diﬀe´rent :
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(1) La forme du proﬁl optimal de richesse ﬁnale pour le proble`me d’inves-
tissement avec fonction d’utilite´ discontinue (contrainte implicite sur la
probabilite´ de sous-performance) de´pend de l’e´cart entre la richesse cible
et le niveau conside´re´ de protection du capital 35 :
-Si la cible de richesse ﬁnale est suﬃsamment e´loigne´e du niveau de pro-
tection (i.e. pour un e´cart de valeur supe´rieur a` un seuil de re´fe´rence 36),
le ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale admet quatre e´tats de richesse, dont
trois sont similaires a` la strate´gie optimale de ce meˆme proble`me sans
assurance de portefeuille 37 et un quatrie`me e´tat de richesse basse qui cor-
respond au niveau de protection du capital.
-Dans le cas contraire, i.e. si la cible de richesse est trop proche du ni-
veau de protection, la strate´gie optimale admet une forme ”de´grade´e”, a`
trois e´tats de richesse ﬁnale, qui ne de´pend pas du degre´ d’aversion a` la
sous-performance de l’investisseur.
-Dans les deux cas, le proﬁl de gain de la strate´gie optimale est discon-
tinue, ce qui induit une prise de risque supple´mentaire similaire a` celui
d’une strate´gie optionnelle binaire (option digitale).
(2) La strate´gie optimale du proble`me d’investissement avec fonction d’utilite´
continue (contrainte implicite sur l’espe´rance du couˆt d’utilite´ de la sous-
performance) admet au contraire une forme de ”pay-oﬀ” continue qui est
unique quelque soit le niveau conside´re´ de protection du capital.
Le ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale admet quatre e´tats de richesse, dont
trois sont similaires a` la strate´gie optimale de ce meˆme proble`me sans
assurance de portefeuille 38 et un quatrie`me e´tat de richesse basse qui cor-
respond au niveau de protection du capital. Le passage entre chacun de
ces e´tats est continu
Enﬁn, nous avons explicite´, dans le cadre du mode`le a` deux actifs de Black &
Scholes (1973), l’expression de la strate´gie dynamique optimale ; celle-ci s’identiﬁe
a` une combinaison d’options dont le sous-jacent correspond au portefeuille de type
”Moyenne Variance”, solution du proble`me dynamique sans contrainte d’aversion
ni protection du capital.
35. Toute chose restant e´gale par ailleurs (i.e. a` valeur constante des parame`tres d’aversion au
risque et d’aversion a` la perte de l’investisseur).
36. La valeur de ce seuil de protection du capital est une fonction croissante de l’aversion au
risque et de l’aversion a` la perte de l’investisseur.
37. Il s’agit du proble`me de l’asset manager ”HARA loss averse” (sans contrainte de protection)
pre´sente´ dans le premier chapitre dans le cas particulier ou` la fonction d’utilite´ est une fonction
d’utilite´ quadratique discontinue et comprend une mesure de perte uniforme.
38. Il s’agit du proble`me de l’asset manager ”HARA loss averse” (sans contrainte de protection)
pre´sente´ dans le premier chapitre dans le cas particulier ou` la fonction d’utilite´ est une fonction
d’utilite´ quadratique continue et comprend une mesure de perte non uniforme qui de´pend du couˆt
d’utilite´ de la perte.
CHAPITRE 3
Allocation dynamique avec benchmark et taux
stochastique
Nous souhaitons dans ce chapitre e´tudier le proble`me de l’allocation dynamique
de portefeuille optimale avec benchmark et, le cas e´che´ant, contrainte d’aversion a`
la sous-performance 1, dans le cadre d’un mode`le d’actifs avec des hypothe`ses moins
restrictives que celles du mode`le de Black & Scholes (hypothe`se de taux d’inte´reˆt
constant et existence d’un seul actif risque´).
Ainsi, nous conside´rons un marche´ ﬁnancier e´largi a` deux sources de risques (un fac-
teur de risque action et un facteur de risque de taux d’inte´reˆt) et nous nous plac¸ons
sous les hypothe`ses du mode`le de taux stochastique a` un facteur de [Vasicek, 1977]
pour de´crire la de´formation de la courbe des taux d’inte´reˆt.
Le choix d’un univers d’investissement comprenant les deux grandes classes d’actifs
traditionnelles que sont les actions et les obligations couple´ a` la prise en compte
d’une contrainte de gestion du risque de sous-performance va nous permettre d’ana-
lyser le proble`me d’investissement caracte´ristique de l’investisseur institutionnel
(assureur, fonds de pension), a` savoir :
– allouer son portefeuille de manie`re dynamique entre plusieurs classes d’actifs
(action, obligation,...).
– ge´ne´rer, a` un horizon d’investissement ﬁxe´, une sur-performance par rapport
a` un benchmark de´ﬁnissant l’allocation ”strate´gique” de son portefeuille 2,
tout en maˆıtrisant son risque de sous-performance.
Notons que ce type de proble`me d’allocation dynamique en temps continu pour
lequel la variable de richesse est la valeur du portefeuille en exce`s du benchmark a
de´ja` e´te´ propose´ dans la litte´rature.
[Bajeux-Besnainou et al., 2003a] e´tudient le crite`re de minimisation de la ”Tra-
cking Error” (de´ﬁnie comme l’e´cart type de la diﬀe´rence entre valeur ﬁnale du por-
tefeuille et du benchmark) pour un niveau ﬁxe´ d’espe´rance de sur-performance 3 ;
ces auteurs conside`rent deux types de contraintes explicites supple´mentaires (une
contrainte portant sur un niveau de richesse minimum ﬁxe et une contrainte de
sous-performance maximale par rapport a` un benchmark variable) et se placent
1. relativement a` un portefeuille de re´fe´rence ou ”benchmark”
2. le portefeuille benchmark peut aussi s’interpre´ter comme un portefeuille ”proxy” de cou-
verture des engagements futurs, i.e des ﬂux du passif, de l’investisseur institutionnel.
3. Ce qui revient a` conside´rer comme crite`re du proble`me d’investissement la maximisation
de l’utilite´ espe´re´e du surplus de richesse avec un choix de fonction d’utilite´ quadratique.
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dans le cadre d’un mode`le a` trois actifs (portefeuille de marche´, portefeuille bench-
mark et actif mone´taire) sous l’hypothe`se de taux d’inte´reˆt constant.
[Zhao, 2007] propose un mode`le similaire (comprenant N actifs qui suivent des
Mouvements Browniens Ge´ome´triques et un taux court non stochastique) et re´sout
le proble`me de maximisation de l’utilite´ espe´re´e du ”surplus” de la richesse (e´cart
de richesse ﬁnale entre le portefeuille et le benchmark) en se fondant sur une forme
ge´ne´rale de fonction d’utilite´ HARA (avec comme cas particulier la fonction d’uti-
lite´ quadratique) mais sans prendre en compte une contrainte de risque de sous-
performance maximale.
Dans le prolongement de ces articles, nous cherchons a` expliciter l’allocation dy-
namique action / obligation / mone´taire optimale en supposant que l’investisseur
doit prendre en compte une contrainte supple´mentaire sur le niveau du risque de
sous-performance de son portefeuille 4 et qu’il est soumis en plus du risque action
a` une seconde source de risque lie´e a` la variation stochastique des taux d’inte´reˆt.
Notre mode`le d’actifs sera celui propose´ par [Bajeux-Besnainou et al., 2001]
ou [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]. Il s’agit d’un mode`le a` deux sources de
risques (taux et action) fonde´ sur la dynamique du taux court pour de´crire la
courbe des taux. Ce mode`le implique en particulier l’existence d’un parame`tre de
corre´lation constant ne´gatif entre le facteur de risque lie´ a` l’actif action et celui
provenant de la dynamique des taux d’inte´reˆt.
Dans la premie`re sous-section, nous pre´sentons les principales caracte´ristiques du
mode`le a` trois actifs conside´re´.
Dans la seconde sous-section, nous explicitons et analysons les proprie´te´s de la solu-
tion du proble`me de maximisation de l’utilite´ espe´re´e du ”surplus” de richesse par
rapport a` un benchmark (investisseur HARA non averse a` la sous-performance) ;
nous conside´rons a` la fois l’investisseur HARA ayant un proﬁl de gain ”concave” (si-
milaire a` l’investisseur du proble`me Moyenne-Variance dynamique) et l’investisseur
HARA avec proﬁl ”convexe” (similaire a` une strate´gie d’assurance de portefeuille
non optionnelle de type ”Constant Proportion Portfolio Insurance” 5) .
Dans la troisie`me et dernie`re sous-section, nous expliciterons l’allocation dyna-
mique optimale pour l’investisseur HARA, averse a` la sous-performance, devant
prendre en compte une contrainte sur le niveau de risque de sous-performance du
portefeuille couple´e a` une contrainte explicite d’assurance de portefeuille.
4. portant sur le niveau d’espe´rance de sous-performance par rapport a` un benchmark
5. La strate´gie ”CPPI” ou encore strate´gie du ”coussin” est une strate´gie dynamique d’as-
surance de portefeuille consistant a` investir, dans un portefeuille d’actifs risque´s, une proportion
constante de l’exce`s de richesse par rapport au niveau cible ou benchmark (appele´ couramment
”coussin” ; elle implique un de´-investissement progressif ou dynamique au fur et a` mesure que le
niveau du sous-jacent baisse, i.e. que la valeur du ”Coussin” diminue.
Pour plus de de´tail, on pourra se re´fe´rer a` [Perold Sharpe, 1988] ou plus re´cemment, dans un
cadre de proble`me d’allocation dynamique, a` [Basak, 2002].
On notera enﬁn, que la forme de proﬁl concave des strate´gies optimales que nous conside´rons
(cas ou` γ < 0) peut eˆtre vue comme une strate´gie ”anti-coussin” qui est la strate´gie oppose´e de
la strate´gie ”CPPI” ; la strate´gie ”Anti-Coussin” s’apparente a` une strate´gie contrariante : elle
implique un re´investissement progressif en actifs risque´s au fur et a` mesure que le niveau du sous-
jacent baisse, i.e. que la valeur de l’”Anti-Coussin” diminue (de´ﬁni comme la diﬀe´rence entre la
richesse du portefeuille et le niveau cible de richesse maximale).
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1. Mode`le d’actifs conside´re´
1.1. Expression de la dynamique des actifs conside´re´s.
Nous nous plac¸ons dans le cadre du mode`le de [Bajeux-Besnainou et al., 2001],
qui supposent que la courbe des taux est de´crite par le mode`le de [Vasicek, 1977] et
conside`rent l’existence de quatre actifs (dont deux actifs obligataires redondants) :
(1) L’actif mone´taire dont la dynamique de prix est de´crite par l’e´quation
suivante :
dS0t /S
0
t = r(t)dt
ou rt de´signe la valeur du taux d’inte´reˆt a` court terme du marche´ mone´taire
et suit un processus d’Orstein-Uhlenbech donne´ par l’e´quation suivante :
drt = ar(br − rt)dt− σr dZrt
avec ar de´signant le taux de retour a` la moyenne, br le niveau moyen
du taux court a` l’e´quilibre et σr la volatilite´ du taux court.
(2) Deux actifs obligataires redondants 6 :
– Un Ze´ro-Coupon, qui a pour maturite´, a` la date 0, l’horizon d’in-
vestissement T (et qui a donc une duration de T − t, a` la date
t ∈ [0, T ]) ; sa dynamique de prix est la suivante :
dB(t, T − t)/B(t, T − t) = (rt + λrσT−t)dt+ σT−t dZrt
ou λr est le prix du risque, suppose´ constant.
Sa prime de risque de´pend de T − t et s’e´crit : θT−t = λrσT−t
avec σT−t = σr(1− e−ar(T−t))/ar
– Un fonds obligataire maintenant une duration constante, note´e K
(en pratique K > T ) mode´lise´ par le processus suivant :
dBK/BK = (rt + λrσK)dt+ σK dZ
r
t
Sa prime de risque est constante et s’e´crit : θK = λrσK avec
6. Notons que le mode`le de Vasice`k implique que σx = σr(1−exp(−ax))/a avec x = K ou T−t
De plus on remarque qu’on a dBT−t/BT−t = (σT−t/σK)dBK/BK+(1−σT−t/σK)dS0t /S0t .
Ce qui s’interpre`te de la manie`re suivante : 1 Euro investi dans BT−t , entre t et t + dt , est
e´quivalent a` un portefeuille compose´ de σT−t/σK Euros investis sur BK et 1 − σT−t/σK Euros
investis sur S0t .
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σK = σr(1 − e−arK)/ar
(3) Un actif de type action ou indice action, dont la dynamique est la sui-
vante 7 :
dS/S = (rt + θS)dt+ σ1 dZ
S
t + σ2 dZ
r
t ,
avec(WS ,Wr) un mouvement brownien standard bidimensionnel,
et ou θS = λSσ1 + λrσ2 , de´signe la prime de risque constante de l’in-
dice action.
On notera que les hypothe`ses de ce mode`le impliquent, d’une part, que les prix
des instruments de taux (taux court et instrument obligataire Ze´ro-Coupon ) sont
mode´lise´s par des processus stochastiques dont la volatilite´ est de´terministe, et
d’autre part, que la de´formation de la courbe des ze´ro-coupon est de´crite entie`rement
par une seule variable d’e´tat, le taux court, note´ rt
8.
7. Sous les hypothe`ses de ce mode`le, les deux proprie´te´s suivantes sont ve´riﬁe´es :
-la volatilite´ de l’indice action est constante, donne´e par σS ≡
√
σ21 + σ
2
2 .
-le niveau de corre´lation entre la valeur de l’actif de type action et le niveau des taux (dr ou
-dLnB(t,T-t)), qui provient du terme σ2dW rt , est ne´gatif et constant .
8. L’expression du prix de l’actif Ze´ro-Coupon est donne´e dans le cadre du mode`le de
[Vasicek, 1977] par la formule suivante :
B(t, T − t) = e−m∗(T−t)+Σ
2(T−t)
2
avec m ∗ (T − t) = b∗r(T − t) + (rt − b∗r)F (T − t), Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu =
σ2r(T−t)
a2r
[
1− F (T−t)
(T−t) − ar
F (T−t)2
2(T−t)
]
, ou` on a pose´ F (T − t) ≡ σT−t
σr
≡ 1−e−ar (T−t)
ar
et b∗r =
br + λr
σr
ar
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1.2. Expression de la dynamique du portefeuille ”growth-optimal”
et du portefeuille de Merton.
Lemme 1.
(1) Le portefeuille nume´raire (ou ”growth-optimal” ou encore ”log-optimal”),
note´ (H,h), est une strate´gie dont les poids, repre´sentant la part de ri-
chesse investie dans les diﬀe´rents actifs, sont donne´s par les expressions
suivantes 9 :

hS ≡ λs/σ1 sur l’actif de type action S
hK ≡ (λrσ1 − λsσ2)/σ1σK sur l’actif de type obligataire BK
1− hS − hK sur l’actif mone´taire S0
Ou encore,

hS sur l’actif de type action S
hKσK/σT−t sur l’actif Ze´ro-Coupon BT−t
1− hS − hKσK/σT−t sur l’actif mone´taire S0
(2) De plus le prix de ce portefeuille suit un processus d’Itoˆ multidimensionnel
dont l’expression est la suivante : dHt/Ht = (rt + ‖λ‖2) dt + λ′ dZt
(3) Expression de l’allocation du portefeuille H en terme de prime de risque
Nous pouvons re´e´crire les poids, correspondant a` la part de richesse totale
investie dans les actifs action et obligataire, de la fac¸on suivante 10 :
hS ≡ θs1/σ21 et hK ≡ (θK/σ2K)− hS × (θs2/θK)
avec θs1 = λS σ1 et θs2 = λr σ2
9. On notera les proprie´te´s suivantes :
-Les poids de la richesse totale investie dans les diﬀe´rents actifs du portefeuille H sont constants
quand on les exprime par rapport aux trois actifs S, BK , et S
0 mais de´pendent du temps restant
a` courir jusqu’a` maturite´ quand on les exprime par rapport aux trois actifs S, BT−t , et S0.
-D’autre part, on note que si λs = σ1 et λr = σ2 ( ou de manie`re e´quivalente si θs = σ2s
et θK = σ2 × σK ) alors les poids du portefeuille H sont hS = 1 ; hK = 0 et par conse´quent le
portefeuille H se re´duit a` l’actif, S, de type action.
10. Ce qui s’interpre`te de la fac¸on suivante
-Plus l’anticipation sur l’e´volution de la composante pure action est positive (i.e. plus le ratio de
la prime correspondant au risque action pure, θs1 , sur la partie de la variance action ”pure”, σ21 ,
est e´leve´) et plus hS , le poids du portefeuille H investi sur l’actif S de type action, est important.
-Plus l’anticipation sur l’e´volution de l’actif obligataire est positive (plus le ratio (θK/σ
2
K) , de la
prime de l’actif obligataire sur sa variance est grande) et plus hK , est e´leve´.
-Inversement, plus hS et (θs2/θK) (rapport entre la partie de la prime de l’actif action provenant
de la corre´lation action / taux et de la prime de l’actif obligataire) sont e´leve´s et plus, hK , le
poids du portefeuille H investi sur l’actif BK , est faible. Implicitement, une partie de la prime
obligataire est de´ja` capture´e par l’exposition du portefeuille a` l’actif action.
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Lemme 2.
(1) Le portefeuille de Merton qui peut se de´ﬁnir comme la strate´gie dynamique
atteignant la richesse ﬁnale (HT )
1/γ 11 , et que l’on note (h∗, H∗), exhibe
des poids, correspondant a` la part de richesse investie dans les diﬀe´rents
actifs, qui sont donne´s par les formules suivantes 12 :{
1/γ sur le portefeuille H
1− 1/γ sur l’actif Ze´ro-Coupon BT−t
Ou

hS/γ sur l’actif action S
hK/γ sur l’actif obligataire BK
(1− hS − hK)/γ sur l’actif mone´taire S0
(1− 1/γ) sur l’actif Ze´ro-Coupon BT−t
Ou encore

hS/γ sur l’actif de type action S
(hK/γ) + (1− 1/γ)σT−t/σK sur l’actif de type obligataire BK
Le reste sur l’actif mone´taire S0
(2) Le prix du portefeuille (h∗, H∗) suit un processus d’Itoˆ dont la dynamique
est la suivante :
dH∗t /H∗t = (rt + ‖λ‖2 /γ) dt + (λ
′
/γ)dZt
(3) La valeur interme´diaire, note´e Ht∗, est donne´e par l’expression suivante :
H∗t = H
1/γ
t [B(t, T − t)](1−1/γ) e
(1−γ)
2 (σH(T−t)/γ)2
avec σ2H(T−t) = V ar(Ln(HT )) = Σ2(T−t)+‖λ‖2 (T−t)−2ρH ‖λ‖ η(T−t)
ou` Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu ; η(T − t) ≡ (
T∫
t
σT−udu) ;ρH = λr/ ‖λ‖ et
‖λ‖2 = λ2r + λ2S et ou` B(t, T − t) de´signe la valeur de l’actif Ze´ro-Coupon
d’e´che´ance T − t dans le mode`le de [Vasicek, 1977].
11. a` la constante de budget pre`s
12. On notera que les poids du portefeuille H∗ sont inde´pendants de T − t quand ils sont
exprime´s en fonction du prix des quatre actifs S, BK , et S
0 et BT−t mais de´pendent de T − t,
quand ils sont exprime´s en fonction du prix des trois actifs S, BK , et S
0.
Quand t → T , le vecteur des poids de H∗ tend vers le vecteur de poids constant, (1/γ) • h.
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2. benchmarking sans aversion a` la sous-performance
2.1. Proble`me d’investissement conside´re´.
On suppose que l’investisseur cherche a` maximiser, a` un horizon d’investissement
pre´-de´ﬁni, l’utilite´ espe´re´e de l’e´cart de sa richesse par rapport a` celle d’un bench-
mark (ou portefeuille de re´fe´rence), note´ (O, o).
Nous conside´rons un investisseur dont la fonction d’utilite´ est HARA et dont l’ex-
pression est la suivante :
u(y) ≡ (1/c) (cy+a)1−γ1−γ ou` on suppose que cy + a > 0 et c× γ > 0
avec
y : l’exce`s de richesse par rapport au benchmark,
γ : le parame`tre d’aversion au risque de l’investisseur γ ∈ R/{0; 1},
c : un parame`tre non nul qui a le meˆme signe que γ et de´pend donc du proﬁl
de gain de l’investisseur 13,
−a/c : le seuil de richesse maximum, respectivement de perte maximum,
pour γ ne´gatif, respectivement γ positif, ou` a > 0.
Notons que pour γ = −1, on retrouve le cas de l’investisseur du proble`me Moyenne-
Variance, dont la fonction d’utilite´ est une fonction quadratique, dont le proﬁl de
richesse est concave 14, et dont le seuil de richesse maximale est e´gal a` a (seuil de
richesse ou` l’investisseur atteint la satie´te´)
Enﬁn, pour γ > 0, on retrouve le cas de l’investisseur HARA, ayant une fonction
d’utilite´ puissance, un seuil de richesse minimum e´gal a` −a, et un proﬁl convexe 15
qui ge´ne´ralise le cas de l’investisseur CRRA (obtenu pour a → 0 ).
Le proble`me d’investissement s’e´crit de la fac¸on suivante :
13. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que ce parame`tre prend la valeur -1 ou +1 en
fonction du proﬁl de gain de l’investisseur : -1 pour un proﬁl de richesse concave correspondant a`
γ < 0 et +1 pour un proﬁl convexe correspondant a` un choix du parame`tre γ positif.
Ce qui revient a` supposer que son expression est la suivante : c ≡ γ|γ| .
Cette terminologie de proﬁl convexe, resp. proﬁl concave, fait re´fe´rence a` une strate´gie dont l’allo-
cation ou le montant investi dans un portefeuille d’actifs risque´ (que l’on pre´cisera dans la suite)
est une fonction croissante, resp. de´croissante de la valeur du portefeuille d’actifs risque´s.
14. ce qui se traduit par une forme concave de la courbe de richesse ﬁnale en fonction de la
valeur du portefeuille d’actifs risque´s.
15. ce qui se traduit, pour 0 < γ < 1, par une forme convexe de la courbe de richesse ﬁnale
en fonction de la valeur du portefeuille d’actifs risque´s et un montant alloue´ dans le portefeuille
d’actifs risque´s croissant en fonction de sa valeur. Pour γ > 1, la forme de la richesse est concave
mais le montant alloue´ dans le portefeuille d’actifs risque´s reste croissant en fonction de sa valeur.
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Proble`me 13.
(P13)
{
max
YT∈ L2(P )
E(u(YT ))
s.a E {YT /HT } = ∆0
avec Yt ≡ Wt − Ot , la valeur de l’e´cart de richesse (ou encore le ”surplus”) par
rapport a` celle du benchmark, a` l’instant t,
et avec ∆0 ≡ 1− E {OT /HT }  1 et E {OT /HT }  1 16
2.2. Expression de la richesse terminale et de l’allocation dynamique
optimale.
On obtient le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 21.
(1) La richesse terminale optimale du proble`me (P13) est donne´e par l’expres-
sion suivante :
W ∗T = OT +
(
kH
1/γ
T − a
)
/c avec k = (aB(0, T ) + c∆0)/H
∗
0 (e´quation
de budget)
(2) La valeur a` la date t , de la strate´gie dynamique optimale, note´e W ∗t , est
donne´e par la formule suivante 17 :
W ∗t = Ot + {kH∗t − aB(t, T − t)} /c
avec H∗t = H
1/γ
t [B(t, T − t)](1−1/γ) e
(1−γ)
2 (σH (T−t)/γ)2 ,
ou` σ2H(T − t) = V ar(Ln(HT )) 18 et ou` B(t, T − t) de´signe la valeur d’un
Ze´ro-Coupon dans le mode`le de [Vasicek, 1977].
(3) L’allocation optimale est donne´e par le vecteur de poids, w∗t , dont l’ex-
pression est la suivante :
16. Sinon le portefeuille benchmark n’est pas une strate´gie admissible.
17. La non-ne´gativite´ de la richesse est garantie dans les deux cas suivants :
-le portefeuille benchmark s’identiﬁe a` l’actif Ze´ro-Coupon et γ > 0 ; dans ce cas on a W ∗t 
(1− a/c)B(t, T − t) p.s.
-le coeﬃcient a est proportionnel a` la valeur du benchmark, i.e. a ≡ aOt (toujours dans l’hypothe`se
ou` γ > 0) ; dans ce cas, on a W ∗t  (1 − a/c)Ot p.s. et il n’y a plus de position e´le´mentaire ”Buy
& Hold” investie dans l’actif obligataire Ze´ro-Coupon qui est remplace´ par une position investie
dans le portefeuille Benchmark : W ∗t = (k/c)H∗t + (1− a/c)Ot .
18. Sous nos hypothe`ses, on a σ2H (T − t) = V ar(Ln(HT )) = Σ2(T − t) + ‖λ‖2 (T − t) −
2ρH ‖λ‖ η(T − t) ou` Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu ; η(T − t) ≡ (
T∫
t
σT−udu) ; ρH = λr/ ‖λ‖ et ‖λ‖2 =
λ2r + λ
2
S .
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w∗t = (Ot/W ∗t )o + ((k/cγ)H∗t /W ∗t )h+ ((k/c) (1− 1/γ)H∗t
− (a/c)B(t, T − t))/W ∗t )b
ou encore, avec y∗t = w
∗
t − (Ot/W ∗t )o ,
y∗t = ([(W ∗t −Ot)/γ + (a/cγ)B(t, T − t)] /W ∗t )h
+ [(1− 1/γ)(W ∗t −Ot)− (a/cγ)B(t, T − t)] /W ∗t )b
ou` o
′ ≡ (oS , oK , oB, 1 − oS − oK − oB) , h′ ≡ (hS,hK ,0,1 − hS − hK) ,
b
′ ≡ (0, 0, 1, 0) .
Conse´quence 11.
L’allocation optimale, exprime´e en montant, est la suivante :

oSOt + (hS/γ)(k/c)H
∗
t sur l’actif de type action S
oKOt + (hK/γ)(k/c)H
∗
t sur l’actif de type obligataire BK
oBOt + (1− 1/γ)(k/c)H∗t − (a/c)B(t, T − t) sur le Ze´ro - coupon BT−t
(1− oS − oK − oB)Ot + ((1 − hS − hK)/γ)(k/c)H∗t sur l’actif mone´taire S0
2.3. Proprie´te´ de de´composition en plusieurs fonds de la strate´gie
optimale.
Conse´quence 12.
(1) Quelque soit le type d’investisseur conside´re´ et son degre´ d’aversion au
risque, la strate´gie optimale peut s’exprimer comme une strate´gie de type
”Buy & Hold” qui se de´compose en trois portefeuilles e´le´mentaires : le
portefeuille benchmark O, le portefeuille de Merton H∗, et l’actif obliga-
taire Ze´ro-Coupon.
(2) Alternativement, le portefeuille optimal peut eˆtre vu comme la somme des
deux strate´gies suivantes :
-la premie`re qui est inte´gralement investie sur le portefeuille benchmark
repre´sente la partie passive ou strate´gique de la strate´gie optimale.
-la seconde correspond a` la partie active du portefeuille optimal et cor-
respond a` une strate´gie ”long-short” qui est inde´pendante de la valeur du
benchmark.
L’expression de la partie active du portefeuille montre que, pour ∆0 = 0, celle-
ci s’identiﬁe a` une strate´gie Buy & Hold compose´e d’une position longue investie
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initialement dans le portefeuille H∗ ﬁnance´e par une position courte investie initia-
lement dans l’actif obligataire Ze´ro-Coupon pour c = +1 , i.e. cas de l’investisseur
convexe (l’inverse se produisant pour c = −1).
Cette strate´gie active est similaire a` celle correspondant a` la solution optimale du
proble`me sans re´fe´rence au benchmark, a` la diﬀe´rence pre`s qu’elle est maintenant
de type ”long - short” (contrainte de budget initial nul) ou partiellement ”long -
short” (contrainte de budget initial strictement positif).
De plus, cette composante active de la strate´gie optimale s’applique au surplus
de la richesse inde´pendamment du choix du benchmark. Ainsi, mise a` part la
de´termination de la taille de l’investissement initial, la strate´gie optimale ne de´pend
donc pas du choix du benchmark 19.
On notera aussi que ce re´sultat de de´composition s’interpre`te simplement en terme
de mesure de performance de la fac¸on suivante (voir [Zhao, 2007]) : toute gestion
active peut eˆtre compare´e en terme de sur-performance a` un portefeuille ”long -
short” de re´fe´rence, qui tire sa performance de celle du portefeuille ”Growth Opti-
mal” H .
Finalement, on peut faire les remarques suivantes :
-dans le cas de l’investisseur convexe, pour lequel γ > 0 et c = +1, la sous-
performance maximale est e´gale a` −a ; autrement dit, le parame`tre a correspond a`
une contrainte implicite d’assurance de portefeuille.
-dans le cas de l’investisseur concave pour lequel γ < 0 et c = −1, la sur-performance
maximale est e´gale a` a ; autrement dit, le parame`tre a repre´sente un plafond de ri-
chesse correspondant au niveau de satie´te´ de l’investisseur au-dessus duquel son
utilite´ est nulle.
-dans le cas particulier ou` γ = −1, le portefeuille de la strate´gie optimale n’est
eﬃcient au sens du crite`re Moyenne-Variance que si le benchmark l’est aussi, voir
[Bajeux-Besnainou et al., 2003a].
2.4. Analyse de l’allocation dynamique en fonction du niveau de ri-
chesse, du benchmark et du prix du Ze´ro-Coupon.
Conse´quence 13. Quelque soit le type d’investisseur conside´re´, l’expression
du vecteur de poids optimal est une combinaison line´aire dynamique de trois porte-
feuilles, le benchmark, le portefeuille ” Growth Optimal ”, note´ H, et l’actif Ze´ro-
Coupon dont les coeﬃcients de´pendent de trois variables d’e´tats : la valeur du bench-
mark, la valeur du portefeuille optimal et celle du Ze´ro-Coupon.
Ce re´sultat ge´ne´ralise ainsi la proprie´te´ de de´composition en deux fonds obtenue
19. Ce qui e´tait pre´visible, compte tenu du crite`re d’optimisation du proble`me conside´re´ qui
est de´ﬁni sur le surplus de la richesse.
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par [Zhao, 2007], dans le cadre de la re´solution du proble`me d’investissement simi-
laire a` celui conside´re´ ici mais sous l’hypothe`se plus restrictive de taux de´terministe.
En eﬀet, [Zhao, 2007] obtient, sous cette hypothe`se, une de´composition line´aire de
l’allocation du portefeuille optimal de´pendant de deux portefeuilles (le portefeuille
de croissance optimal et le benchmark) et trouve que les poids investis dans ces
deux portefeuilles de´pendent de deux variables d’e´tat que sont la valeur du porte-
feuille benchmark et celle du portefeuille optimal.
Dans le cadre du mode`le d’actifs que nous conside´rons, qui prend en compte l’exis-
tence de taux d’inte´reˆt stochastiques, s’ajoute une troisie`me composante correspon-
dant a` l’investissement eﬀectue´ dans l’actif obligataire Ze´ro-Coupon.
(1) Cas de l’investisseur ayant un proﬁl convexe
Dans ce cas ou` γ > 0, le poids de la richesse totale investi dans cha-
cun des trois portefeuilles est le suivant :
(a) Le poids correspondant au benchmarkO (partie passive de la strate´gie)
est e´gal au ratio Ot/W
∗
t .
Ainsi, plus la strate´gie optimale sur-performe le benchmark et plus
le poids de la richesse alloue´e dans le portefeuille benchmark diminue
(composante convexe ou ”d’assurance de portefeuille”).
(b) Le poids investi dans le portefeuille ”Growth Optimal” H est pro-
portionnel a` deux facteurs :
-L’exce´dent de richesse relativement au benchmark en % de la ri-
chesse totale, (W ∗t −Ot)/W ∗t ponde´re´ par le coeﬃcient, 1/γ , positif
qui joue un roˆle d’eﬀet de levier si γ < 1.
-la valeur d’une position longue investie sur l’actif Ze´ro-Coupon e´gale
a` (a/γ)B(t, T − t) , exprime´e en % de la richesse optimale.
Ainsi, plus la strate´gie optimale sur-performe le benchmark, et plus
la valeur du montant investi dans le portefeuille ”Growth Optimal”,
i.e. ((W ∗t −Ot)+ aB(t, T − t))/γ , augmente (composante ”convexe”
de la strate´gie) 20.
(c) Le poids investi dans l’actif Ze´ro-Coupon dont l’expression est e´galement
une combinaison line´aire des deux meˆmes facteurs :
20. Notons que, dans le cas ou` le coeﬃcient a est proportionnel a` la valeur du benchmark, i.e.
a ≡ aOt (et en particulier tel est le cas si le benchmark s’identiﬁe a` l’actif Ze´ro-Coupon), alors le
poids de la richesse investie dans le portefeuille ”Growth Optimal” est une fonction croissante de
l’exce´dent de richesse avec le benchmark puisqu’on a : y∗t = ([(W ∗t −Ot)/γ + (a/cγ)Ot] /W ∗t )h+
[(1− 1/γ)(W ∗t − Ot)− (a/cγ)Ot] /W ∗t )o
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-Le rapport (W ∗t − Ot)/W ∗t ponde´re´ par (1 − 1/γ) correspondant
a` l’investissement dans l’actif Ze´ro-Coupon qui compense les posi-
tions investies sur les portefeuilles O et H , respectivement e´gale a`
Ot/W
∗
t , et (W
∗
t −Ot)/γ et qui progresse en sens inverse de celles ci.
Sa valeur est une fonction de´croissante du surplus de richesse si l’in-
vestisseur a un parame`tre d’aversion plus faible que l’investisseur
logarithmique (i.e. γ < 1) et une fonction croissante du surplus de
richesse dans le cas contraire (pour γ > 1).
-La valeur d’une position vendeuse investie sur l’actif Ze´ro-Coupon
exprime´e en % de la richesse optimale qui est e´gale a` (a/γ)B(t, T−t).
Cette position ﬁnance la position acheteuse, de meˆme taille, investie
initialement sur le portefeuille H .
Ainsi, pour γ < 1, une augmentation du surplus de richesse a pour ef-
fet de re´duire la valeur du montant investi dans l’actif Ze´ro-Coupon,
i.e. ((1 − 1/γ)(W ∗t − Ot) + aB(t, T − t))/γ (composante convexe de
la strate´gie) ; c’est l’inverse qui se produit pour γ > 1.
(2) Cas de l’investisseur ayant un proﬁl concave
Dans ce cas ou` γ < 0, l’expression du poids de la richesse totale investie
dans chacun des trois portefeuilles est la suivante :
(a) Le poids correspondant a` la partie de la strate´gie optimale investie
dans le benchmark O (partie passive de la strate´gie) est exactement
la valeur du ratio Ot/W
∗
t (comme pour l’investisseur ayant un proﬁl
convexe).
(b) Le poids correspondant a` la partie de la strate´gie optimale inves-
tie dans le portefeuille ”Growth Optimal”, H , est proportionnel aux
deux facteurs suivants :
-Le ratio (W ∗t −Ot)/W ∗t ponde´re´ par le coeﬃcient ne´gatif : 1/γ < 0.
-La valeur d’une position longue sur le Ze´ro-Coupon, (−a/γ)B(t, T −
t) , exprime´e en % de la richesse optimale .
Ainsi, plus la strate´gie optimale sur-performe le benchmark, plus la
valeur du montant investi dans le portefeuille ”Growth Optimal”, i.e.
(aB(t, T − t)− (W ∗t −Ot))/ |γ| , diminue (composante ”concave” de
la strate´gie) ; sa valeur converge vers 0 quand l’exce´dent de richesse
atteint sa valeur plafond, Y ∗t ≡ W ∗t −Ot = aB(t, T − t) .
(c) Le poids correspondant a` l’actif Ze´ro-Coupon qui est une fonction
line´aire des deux meˆmes facteurs :
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-le ratio (1−1/γ)(W ∗t −Ot)/W ∗t avec un coeﬃcient positif : (1−1/γ) >
0 (γ < 0).
-La valeur d’une position courte sur le Ze´ro-Coupon, (a/γ)B(t, T−t),
exprime´e en % de la richesse optimale qui ﬁnance la position longue
de meˆme taille sur le portefeuille ”Growth Optimal” H .
Ainsi, plus la strate´gie optimale sur-performe le benchmark et plus
le montant de la richesse investie dans l’actif Ze´ro-Coupon augmente
(composante ”concave”) ; sa valeur converge vers le montant plafond
aB(t, T − t) quand l’exce´dent de richesse atteint sa valeur plafond
Y ∗t ≡ W ∗t −Ot = aB(t, T − t) .
(3) Expression de l’allocation dynamique optimale en fonction de l’exce`s de
richesse par rapport au benchmark :
Conse´quence 14.
(a) Le vecteur yt* des sur/sous ponde´rations peut se re´-e´crire comme une
combinaison line´aire dynamique de deux portefeuilles, le portefeuille
”Growth Optimal ” H et l’actif Ze´ro-Coupon dont les coeﬃcients sont
fonctions de deux variables d’e´tat, le ratio du surplus sur la richesse
(W ∗t −Ot)/W ∗t , et le ratio Ct/W ∗t :
y∗t = (Ct/W
∗
t )h+ [(W
∗
t −Ot)− Ct] /W ∗t )b
avec Ct ≡ (W ∗t −Ot)/γ + (a/ cγ )B(t, T − t)
et avec h
′ ≡ (hS,hK ,0,1− hS − hK) et b′ ≡ (0, 0, 1, 0)
(b) la variable Ct s’interpre`te comme un ”coussin” de richesse relative
au benchmark 21 qui a les proprie´te´s suivantes :
-dans le cas ou` γ > 0 et c ≡ +1 (cas de l’investisseur convexe), le
montant investi dans le portefeuille H, Ct ≡ ((W ∗t −Ot)+ aB(t, T −
t))/γ , est une fonction croissante du surplus de richesse.
-a` l’oppose´, dans le cas ou` l’investisseur a un proﬁl concave, i.e.
γ < 0 et c ≡ −1, Ct ≡ (aB(t, T − t) − (W ∗t − Ot))/ |γ| est une
fonction de´croissante du surplus de richesse.
(c) Dans le cas ou` le niveau implicite de richesse minimum (maximum
dans le cas γ < 0) de´pend de la valeur du benchmark, i.e. a ≡ aOt,
21. Par analogie a` la strate´gie dite du ”Coussin” (ou encore ”Constant Proportion Portfolio
Insurance”) (cas γ > 0) qui consiste a` investir dans un portefeuille d’actifs risque´s une proportion
constante de l’exce`s de la richesse totale par rapport a` un niveau de richesse minimum.
Dans le cas ou` γ > 0, l’analogie se fait avec la strate´gie dite de l’”Anti-Coussin” qui consiste a`
investir dans un portefeuille d’actifs risque´s une proportion constante de l’e´cart entre un niveau
de richesse plancher et la richesse totale du portefeuille.
Pour plus de de´tails, voir le commentaire ci-dessus dans l’introduction de la pre´sente section.
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le poids de la richesse investie dans le portefeuille H, Ct/W
∗
t , est
proportionnel a` l’e´cart de richesse par rapport a` ce niveau cible, ex-
prime´e en % de la richesse totale :
-dans le cas ou` γ > 0 et c ≡ +1 (cas de l’investisseur convexe),
Ct ≡ ((W ∗t − (1− a)Ot)/ |γ| et Ct/W ∗t est une fonction croissante de
la variable (W ∗t − (1− a)Ot)/W ∗t .
-dans le cas ou` l’investisseur a un proﬁl concave, i.e. γ < 0 et c ≡ −1,
Ct ≡ ((1 + a)Ot −W ∗t )/ |γ| et Ct/W ∗t est une fonction croissante de
la variable ((1 + a)Ot −W ∗t )/W ∗t .
2.5. Cas particulier de l’utilite´ quadratique (pour γ = −1).
Dans ce cas, le proble`me d’investissement conside´re´ peut eˆtre exprime´ de fac¸on
alternative, comme celui de l’investisseur cherchant (pour un objectif de sur-performance
donne´) a` minimiser la ”Tracking Error” de son portefeuille par rapport a` un por-
tefeuille de re´fe´rence 22 :
(P)


min
YT∈ L2(P )
STD(YT )
s.a. E(YT ) = Y ; E {YT /HT } = ∆0
avec STD(YT ) =
√
V AR(YT ) la ”Tracking Error” qui se de´ﬁnit ici comme l’e´cart
type de YT ≡ WT −OT , la diﬀe´rence entre la richesse ﬁnale du portefeuille et celle
du benchmark.
Notons qu’il existe une relation biunivoque liant le parame`tre a et le niveau cible
d’espe´rance de richesse ﬁnale Y .
3. benchmarking avec aversion a` la sous-performance
Nous proposons a` pre´sent d’expliciter le proble`me de l’investisseur averse a` la sous-
performance 23 dans le cadre du mode`le d’actif inte´grant un facteur de taux sto-
chastique de´crit dans la section 3.1 ci-dessus.
22. Notons que ce proble`me peut aussi s’interpre´ter de fac¸on alternative comme le proble`me
de maximisation du ”Ratio d’Information” sous contrainte de rendement cible :
(P)


max
YT∈ L2(P )
I(YT )
s.a. E(YT ) = Y ; E {YT /HT } = ∆0
ou` I(YT ) ≡ E(YT )/STD(YT ) est le ”Ratio d’Information” (exprime´ par rapport au niveau de
surplus ﬁnal de richesse, i.e. YT ≡ WT − OT .
23. ou de fac¸on e´quivalente, du proble`me de l’investisseur sous contrainte de risque de sous-
performance)
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3.1. Proble`me conside´re´ et expression de la richesse terminale opti-
male.
De fac¸on a` prendre en compte la dissyme´trie entre l’aversion pour la sous-performance
et l’appe´tit pour le gain de l’investisseur, nous conside´rons a` nouveau une fonction
d’utilite´ ”HARA loss averse” et continue de la forme :
v(y) =
{
Au(y) + (B −A)u(0) si y < 0
Bu(y) si y ≥ 0
avec y qui repre´sente l’e´cart de richesse par rapport a` la valeur du portefeuille
benchmark,
avec D ≡ A/B − 1 ≥ 0 qui de´signe le degre´ d’aversion pour la sous-performance,
ou` A  B > 0,
et avec u(.) qui de´signe la fonction d’utilite´ d’un investisseur HARA sans aversion
a` la sous-performance dont l’expression est celle conside´re´e dans la sous-section
pre´ce´dente :
u(y) ≡ (1/c) (cy+a)1−γ1−γ ou` on suppose que cy + a > 0 et c× γ > 0
avec
γ: le parame`tre d’aversion au risque de l’investisseur, ou` γ ∈ R/{0; 1},
c: un parame`tre non nul qui a le meˆme signe que γ 24,
−a/c: le parame`tre de richesse maximum ou minimum 25, ou` a > 0.
Le proble`me s’e´crit de la fac¸on suivante :
Proble`me 14.
(P14)
{
max
YT∈ L2(P )
E(v(YT ))
s.a E {YT /HT } = ∆0 ; YT  Y
ou` ∆0 ≡ 1− E {OT /HT }  1 et E {OT /HT }  1 26 et avec :
YT ≡ WT −OT : la valeur ﬁnale de l’e´cart de richesse du portefeuille avec le
benchmark
24. On pourra supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que l’expression de ce parame`tre est
c ≡ γ|γ| = - 1γ<0 + 1γ>0
25. −a/c ≡ +/− a de´signe le seuil de richesse maximum, respectivement de perte maximum,
pour γ ne´gatif, respectivement γ positif.
26. Sinon le portefeuille benchmark n’est pas une strate´gie admissible
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Y : le niveau de sous-performance maximale autorise´e, avec Y < 0
v: une fonction d’utilite´ ”HARA loss averse” dont l’expression est la sui-
vante : v(y) = u(y)−D × (u(0)− u(y))× 1{y<0}
D = A/B − 1 ≥ 0: le degre´ d’aversion pour la sous-performance,
avec A  B > 0.
u(.): la fonction d’utilite´ d’un investisseur HARA sans aversion a` la perte
de´ﬁnie plus haut.
Par un raisonnement identique a` ceux des sections pre´ce´dentes, on en de´duit les
re´sultats suivants :
Proprie´te´ 22. La richesse terminale optimale du proble`me (P14) est donne´e
par l’expression suivante,
(1) Dans le cas sans contrainte explicite de portefeuille : Y ≡ −∞
W ∗T = OT +


{(
k/B
HT
)−1/γ
− a
}
/c si HT > H
0 si H < HT  H{(
k/A
HT
)−1/γ
− a
}
/c si HT  H
avec H ≡ ( kB ) aγ , H ≡ ( kA) aγ et ou` on suppose que c× γ > 0
(2) Dans le cas avec contrainte explicite de portefeuille : Y > −∞ 27
W ∗T = OT +


{(
k/B
HT
)−1/γ
− a
}
/c si HT > H
0 si H < HT  H{(
k/A
HT
)−1/γ
− a
}
/c si H < HT  H
Y si HT  H
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
et avec H ≡ ( kB ) aγ , H ≡ ( kA) aγ , et H = ( kA) (a+ cY )γ
27. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous pouvons conside´rer uniquement le cas de l’investisseur ayant
un proﬁl de gain concave pour lequel γ < 0 ; en eﬀet dans le cas ou` γ > 0, correspondant au proﬁl
convexe avec contrainte implicite de niveau −a/c, si on suppose que Y  −a/c alors la contrainte
explicite ne joue pas.
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3.2. Expression de l’allocation dynamique optimale.
Les expressions de la valeur interme´diaire et de celle du vecteur des poids de la
strate´gie de re´plication, dans le cadre du mode`le avec taux stochastique conside´re´,
sont e´nonce´es dans les proprie´te´s suivantes :
Proprie´te´ 23. La valeur a` la date t, note´e W ∗t , de la strate´gie, solution opti-
male du proble`me (P14), est donne´e par l’une des expressions suivantes :
(1) Dans le cas du proble`me sans contrainte explicite de portefeuille : Y ≡ −∞
a) Si le proﬁl de gain de l’investisseur est convexe (γ > 0) :
W ∗t = Ot + (C(yBH∗t , a, T − t)− P (yAH∗t , a, T − t))/c
b) Si le proﬁl de gain est concave (γ < 0) :
W ∗t = Ot − (P (yBH∗t , a, T − t)− C(yAH∗t , a, T − t))/c
(2) Dans le cas du proble`me avec contrainte explicite de portefeuille : Y > −∞
et γ < 0 28
W ∗t = Ot + Y B(t, T − t)− P (yBH∗t , a, T − t)/c
−P (yAH∗t , a, T − t)/c+ P (yAH∗t , a+ cY , T − t)/c
avec yA ≡
(
k
A
)−1/γ
et yB ≡
(
k
B
)−1/γ
,
avec H∗t = H
1/γ
t [B(t, T − t)](1−1/γ) e
(1−γ)
2 (σH (T−t)/γ)2
ou` σ2H(T − t) = V ar(Ln(HT )) 29 et ou` B(t, T − t) de´signe la valeur de
l’obligation Ze´ro-Coupon dans le mode`le de [Vasicek, 1977],
et avec C(H∗t , X, T − t) , respectivement P (H∗t , X, T − t) , qui de´signe
la valeur du call europe´en, respectivement du put europe´en de strike X,
d’e´che´ance T − t, sur le sous-jacent H∗t 30.
28. Nous conside´rons uniquement le cas de l’investisseur ayant un proﬁl de gain concave pour
lequel γ < 0 ; dans le cas ou` γ > 0 et Y  −a/c , la contrainte explicite ne joue pas et le cas γ > 0
et Y > −a/c s’obtient de fac¸on similaire.
29. Sous nos hypothe`ses, on a σ2H (T − t) = V ar(Ln(HT )) = Σ2(T − t) + ‖λ‖2 (T − t) −
2ρH ‖λ‖ η(T − t)
ou Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu ; η(T − t) ≡ (
T∫
t
σT−udu) ; ρH = λr/ ‖λ‖ et ‖λ‖2 = λ2r + λ2S
30. Sous nos hypothe`ses, on a C(H∗t ,X, T − t) = H∗t N(d1)−X B(t, T − t)N(d2)
et P (H∗t ,X, T−t) = X B(t, T−t)N(−d2)−H∗t N(−d1) ou` on a pose´ d1 ≡ (ln(H∗t /X)−ln(B(t, T−
t) + (σH (T − t)/γ)2/2)/(σH (T − t)/γ) et
d2 ≡ d1 − σH (T − t)/γ et σ2H (T − t) = V ar(Ln(HT )) de´ﬁnis comme pre´ce´demment.
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Proprie´te´ 24.
Le vecteur, note´ w∗t , des poids de la strate´gie, solution optimale du proble`me (P14),
est donne´ par la formule suivante :
w∗t = (Ot/W ∗t )o + (∆t/W ∗t )h+ ([(W ∗t −Ot)−∆t] /W ∗t )b
avec ∆t de´ﬁnie selon les cas par les formules suivantes
(1) Dans le cas du proble`me sans contrainte explicite de portefeuille : Y ≡ −∞
∆t ≡
[{
yBN
{
(c/ |c|)da/yB
}
+ yAN
{−(c/ |c|)da/yA}} /(|c| γ)] H∗t
(2) Dans le cas du proble`me avec contrainte explicite de portefeuille : Y > −∞
et avec γ < 0
∆t ≡
[{
yBN
{−da/yB})− yAN {−da/yA}+ yAN {−d(a+cY )/yA}} /(cγ)] H∗t
ou` on a pose´ yA ≡
(
k
A
)−1/γ
, yB ≡
(
k
B
)−1/γ
et dX ≡ ln(
H∗t
X )−ln(B(t,T−t)+
(σH (T−t)/γ)2
2
σH (T−t)/γ ,
ou` σ2H(T − t) et H∗t tels que de´ﬁnis dans la proprie´te´ 23,
et avec o
′ ≡ (oS , oK , oB , 1 − oS − oK − oB), h′ ≡ (hS,hK ,0,1 − hS − hK) et
b
′ ≡ (0, 0, 1, 0)
Deuxie`me partie
Allocation dynamique avec
re´mune´rations variables
Il s’agit d’une pratique courante que les socie´te´s de gestion d’actifs pour compte
de tiers perc¸oivent non seulement une commission de gestion sur encours ﬁxe
(pre´le`vement d’un pourcentage ﬁxe de la valeur des actifs ge´re´s) mais aussi une
commission variable lie´e a` leur performance.
Cette seconde composante incitative de leur re´mune´ration appele´e commission de
sur-performance s’exprime le plus souvent comme un pourcentage de la sur-performance
positive du portefeuille ge´re´ par rapport a` un portefeuille de re´fe´rence (le ”bench-
mark”).
Ce type de re´mune´ration asyme´trique (a` caracte`re optionnel) fait l’objet de cri-
tiques, exacerbe´es depuis la crise de 2007-2008, notamment parce qu’il est suscep-
tible d’inciter l’asset manager a` prendre des risques excessifs. D’ailleurs, aﬁn de
limiter ces derniers, l’asset manager est souvent soumis a` des contraintes portant
sur le niveau de risque maximum de sous-performance.
Nous souhaitons dans cette partie analyser l’impact sur le comportement des ge´rants
de portefeuille de l’existence d’un tel mode de re´mune´ration incitative ; en outre,
dans le prolongement des chapitres pre´ce´dents, nous souhaitons savoir si la prise
en compte de contraintes de risque de sous-performance supple´mentaires impose´es
au ge´rant ou traduisant son aversion a` la sous-performance peut eˆtre be´ne´ﬁque a`
l’investisseur donnant mandat de gestion ﬁnancie`re.
Au plan the´orique, ces questions peuvent s’inscrire dans le cadre des mode`les
principal-agent 31. Aﬁn d’e´viter une complexite´ technique inadapte´e a` notre
proble´matique, l’e´tude des ”distorsions” implique´es par la re´mune´ration incitative
et les contraintes de gestion, nous adoptons une approche diﬀe´rente et plus simple
et, a` l’oppose´ de la the´orie du proble`me Principal-Agent, nous ne cherchons pas a`
de´terminer les termes du contrat optimal.
Conside´rant que le contrat de re´mune´ration et toutes les contraintes d’investis-
sement (type de benchmark et contraintes de risque) sont ﬁxe´s de manie`re exoge`ne
avant la date d’investissement initial, nous souhaitons quantiﬁer a` poste´riori l’eﬀet
de cette forme de re´mune´ration et de ces contraintes sur la strate´gie dynamique
suivie par l’asset manager 32.
31. La the´orie du proble`me Principal - Agent cherche a` de´terminer la forme de contrat
optimal pour les deux parties et s’inte´resse en particulier aux questions suivantes dans le
cadre d’une de´le´gation de gestion ﬁnancie`re : de´terminer sous quelles conditions (y compris le
choix du benchmark), une forme a` priori donne´e de structure de frais (par exemple line´aire)
est optimale ou encore, partant d’une hypothe`se de structure de frais spe´ciﬁque et d’un choix
exoge`ne de benchmark, de´terminer quel est le choix optimal des valeurs des parame`tres du contrat.
Par exemple, sous l’hypothe`se d’une forme de compensation ﬁnancie`re aﬃne ou line´aire (les
termes ﬁnanciers du contrat de re´mune´ration e´tant suppose´s pre´-de´ﬁnies), [Lioui Poncet, 2006]
analysent la strate´gie optimale suivie par l’asset manager (agent) puis ils explicitent le choix de
la forme optimale de benchmark pour l’investisseur (principal).
Pour une revue comple`te de la litte´rature sur le proble`me ”Principal - Agent” en gestion
de portefeuille avec de´le´gation de gestion, benchmarking et me´canisme de compensation
ﬁnancie`re ont pourra se re´fe´rer a` [Stracca, 2005].
32. On peut citer deux e´tudes qui suivent la meˆme approche que la notre et s’inte´ressent plus
particulie`rement a` certaines spe´ciﬁcite´s de l’industrie des hedge funds :
[Hodder Jackwerth, 2006] et [Kouwenberg Ziemba, 2007] conside`rent le proble`me de
choix dynamique de portefeuille du ge´rant de Hedge Funds qui cherche a` maximiser l’uti-
lite´ espe´re´e de sa richesse (agent CRRA pour [Hodder Jackwerth, 2006] et agent ayant
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Plus pre´cise´ment, nous allons montrer en quoi la strate´gie suivie par un asset mana-
ger qui be´ne´ﬁcie d’une re´mune´ration incitative et qui est assujetti a` des contraintes
de sous-performance se diﬀe´rencie de celle que lui meˆme suivrait en tant qu’inves-
tisseur. Nous comparerons donc la strate´gie de l’asset manager (qui de´pend de sa
re´mune´ration) a` la strate´gie optimale de l’investisseur ayant la meˆme fonction d’uti-
lite´, qui maximise l’espe´rance de l’utilite´ de la valeur terminale de son portefeuille
(ou de l’e´cart de cette valeur par rapport a` un benchmark).
Par ailleurs, nous ferons valoir qu’en l’absence de re´mune´ration incitative, la strate´gie
optimale pour l’asset manager l’est aussi pour l’investisseur 33. Un tel asset mana-
ger (sans re´mune´ration incitative) constituera donc l’asset manager de ”re´fe´rence”.
La comparaison des strate´gies eﬀectivement suivies par rapport a` celle de l’asset
manager de re´fe´rence permet, de fac¸on simple, d’appre´cier simultane´ment les ” dis-
torsions ” implique´es par la re´mune´ration incitative et les contraintes de gestion
ainsi que les conﬂits d’inte´reˆt qu’elles impliquent.
Notre analyse portera en particulier sur les deux e´le´ments suivants :
(1) Impact de la prise en compte de plusieurs formes de re´mune´ration in-
citative sur le comportement de l’asset manager en terme d’exposition
dynamique aux actifs risque´s.
(2) Impact de la mise en place d’un controˆle de risque additionnel (par exemple
par le risk manager de la socie´te´ de gestion) sur le comportement de l’asset
manager recevant une incitation ﬁnancie`re. Be´ne´ﬁce retire´ par l’investis-
seur.
Nous supposons que la re´mune´ration de l’asset manager est pre´leve´e sur la valeur
du portefeuille de l’investisseur a` la date de ﬁn du mandat, date qui correspond a`
l’horizon d’investissement de l’investisseur 34.
De plus, nous faisons l’hypothe`se que l’asset manager/investisseur est HARA. Dans
un contexte de gestion avec benchmark, nous supposerons que l’asset manager doit
prendre en compte des contraintes 35 qui peuvent eˆtre impose´es par l’investisseur
une fonction d’utilite´ asyme´trique issue de la the´orie perspectives (”Prospects The´ory”) pour
[Kouwenberg Ziemba, 2007]).
La richesse du ge´rant de hedge funds a un proﬁl optionnel du a` la composante asyme´trique de
la commission de sur-performance rec¸ue. Nous ge´ne´raliserons certaines des caracte´ristiques de ces
mode`les en conside´rant une forme de re´mune´ration du ge´rant plus ge´ne´rale.
33. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que, dans le cas ou` l’asset manager ne rec¸oit que
des frais de gestion sur encours, i.e. proportionnels a` la valeur du portefeuille ge´re´, et si l’on suppose
que l’investisseur et l’asset manager cherchent a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de leur richesse ﬁnale
respective et qu’ils ont, de plus, les meˆmes pre´fe´rences d’investissement (i.e. la meˆme fonction
d’utilite´), alors leurs proble`mes d’investissement se confondent.
34. Comme nous le pre´ciserons ulte´rieurement, le mode`le que nous conside´rons peut
eˆtre interpre´te´ comme une ge´ne´ralisation du mode`le de ﬂux de fonds (”fund ﬂows”) de
[Basak et al., 2008] ; en eﬀet, notre mode`le peut prendre en compte non seulement un eﬀet
d’incitation ﬁnancie`re mais aussi un eﬀet d’incitation de ﬂux lie´ a` un accroissement de l’encours
de´pendant de la performance a` l’horizon d’investissement ; en revanche nous excluons la possibilite´
de nouveaux ﬂux d’investissements avant l’horizon d’investissement.
35. Nous ferons l’hypothe`se que le seuil de richesse maximum ou minimum compris dans l’ex-
pression de la fonction d’utilite´ HARA conside´re´e de´pend de la valeur ﬁnale du benchmark.
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ou encore motive´es par des raisons ﬁnancie`res.
– Dans le cas ou` le proﬁl de gain de l’asset manager HARA est convexe (fonc-
tion d’utilite´ avec seuil de richesse minimale), il s’agira de la prise en compte
d’une contrainte implicite de protection de la sous-performance par rapport
a` un benchmark.
– Pour l’asset manager HARA ayant un proﬁl de richesse concave (fonction
d’utilite´ avec seuil de richesse maximale correspondant au niveau ou` l’asset
manager atteint la satie´te´), la contrainte implicite prendra la forme d’un ni-
veau de sur-performance maximale par rapport au benchmark.
– Nous analyserons e´galement le cas plus ge´ne´ral de l’asset manager HARA
loss averse qui, sans l’interdire, pe´nalise la sous-performance par rapport au
benchmark.
Finalement, nous conside´rons une fonction de frais qui ge´ne´ralise les structures
de re´mune´ration les plus couramment rencontre´es dans l’industrie de la gestion
ﬁnancie`re pour compte de tiers et qui comprend une ou plusieurs des quatre com-
posantes suivantes :
– des frais de gestion ﬁxes inde´pendants de la valeur du portefeuille,
– une commission de gestion proportionnelle a` la richesse du portefeuille ou a`
l’e´cart de richesse par rapport au benchmark,
– une commission de sur-performance par rapport au benchmark (i.e. propor-
tionnelle au surplus (positif) de la richesse par rapport au benchmark).
– un bonus contractuel, montant ﬁxe ou proportionnel a` la valeur ﬁnale du
portefeuille, verse´ au ge´rant en cas de sur-performance par rapport au bench-
mark.
Cette partie est organise´e de la fac¸on suivante :
– Dans le chapitre 4, nous montrons comment l’existence d’une commission
lie´e a` la performance de l’asset manager peut faire diverger les inte´reˆts de
l’asset manager de ceux de l’investisseur ﬁnal.
– Dans le chapitre 5, nous examinons l’eﬀet de contraintes de gestion supple´mentaires
portant sur le niveau de risque de sous-performance pris par l’asset manager.
CHAPITRE 4
Incitations financie`res et benchmarking
Ce chapitre a pour but d’analyser comment l’asset manager est amene´ a` modi-
ﬁer sa strate´gie d’investissement en fonction des termes de son contrat de re´mune´ration
incitative.
Dans la premie`re section, nous de´ﬁnissons le cadre ge´ne´ral que nous conside´rons
dans toute la suite de ce chapitre : de´le´gation de gestion avec structure de re´mune´ration
asyme´trique par rapport a` un benchmark, pre´fe´rences d’investissement HARA avec
contraintes de ”benchmark”, structure de marche´ identique a` celle de la premie`re
partie, et enﬁn, proble`me d’investissement de l’asset manager consistant a` maxi-
miser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale. Nous pre´sentons e´galement les
diﬀe´rentes formes de restriction du proble`me conside´re´ que nous nous proposons
d’e´tudier dans les sections suivantes 1.
Dans la seconde section, nous faisons l’hypothe`se que le benchmark est ﬁxe, et
nous explicitons l’expression de la richesse terminale optimale du proble`me de l’as-
set manager HARA recevant en plus des frais de gestion ﬁxe sur encours, des frais
de gestion variables dit de sur-performance 2. Nous analysons ensuite, dans le cadre
restrictif du mode`le de B&S, les proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale sui-
vie par l’asset manager HARA qui a une fonction d’utilite´ puissance avec seuil de
re´mune´ration minimale.
Dans la troisie`me section, prolongeant les re´sultats de la seconde section et nous
plac¸ant toujours sous l’hypothe`se d’un ”benchmark ﬁxe”, nous nous inte´ressons au
proble`me d’investissement de l’asset manager CRRA (proﬁl de richesse convexe)
recevant en plus des frais de gestion de sur-performance asyme´trique, deux compo-
santes supple´mentaires d’incitation ﬁnancie`re : une re´mune´ration incitative syme´trique
(gain en cas de sur-performance et perte en cas de sous-performance) et un bonus
ﬁxe (incitation asyme´trique binaire).
Dans la quatrie`me section, toujours sous l’hypothe`se d’un ”benchmark ﬁxe”, nous
e´tudions le proble`me de l’asset manager ayant une fonction d’utilite´ quadratique
(proﬁl de richesse concave avec plafond de richesse) et devant prendre en compte
une contrainte explicite d’assurance de portefeuille. L’allocation dynamique opti-
male sera encore une fois analyse´e dans le cadre du mode`le a` deux actifs de B&S.
1. Il s’agit, le cas e´che´ant, d’hypothe`ses restrictives supple´mentaires que nous ferons sur la
forme de la re´mune´ration (benchmark ﬁxe, forme particulie`re de l’incitation ﬁnancie`re) et sur le
choix de la fonction d’utilite´ HARA conside´re´e (fonction d’utilite´ CRRA ou quadratique).
2. Forme de re´mune´ration sans composante d’incitation syme´trique ni bonus de sur-
performance qui est la plus courante en pratique.
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Dans la cinquie`me et dernie`re section, nous ge´ne´ralisons les re´sultats obtenus dans
la troisie`me section, en conside´rant l’hypothe`se plus ge´ne´rale d’un benchmark sto-
chastique. Nous explicitons, pour l’asset manager CRRA, l’expression de la richesse
terminale optimale du proble`me dans sa forme la plus ge´ne´rale (pas de restriction
sur la structure de re´mune´ration et benchmark stochastique). L’expression de l’al-
location dynamique de portefeuille correspondante est ensuite de´rive´e dans le cadre
du mode`le d’actifs de B&S ge´ne´ralise´ a` la prise en compte de plusieurs sources de
risque actions (N + 1 actifs et N ≥ 1 sources de risque).
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1. Proble`me de l’asset manager avec re´mune´ration asyme´trique
Nous de´crivons dans cette section, le cadre ge´ne´ral qui est le notre dans toute
la suite de ce chapitre.
1.1. Fonction de re´mune´ration de l’asset manager.
Dans un contexte de de´le´gation de gestion ﬁnancie`re, un investisseur s’engage a`
verser, a` un horizon d’investissement, note´ T, une re´mune´ration au ge´rant a` qui
il a donne´ mandat de gestion ; nous conside´rons une structure de frais line´aire par
morceaux dont l’expression prend la forme ge´ne´rale suivante 3 :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + b∗ YT + η∗ WT × 1YT≥0 + c∗ max (YT , 0) (1.1)
ou` WT de´signe la valeur ﬁnale du portefeuille ge´re´, BT , celle du portefeuille de
re´fe´rence ou ”Benchmark”, et YT ≡ WT −BT leur diﬀe´rence et avec :
a∗ WT : le montant de la commission de gestion sur encours pre´leve´e sur la
pe´riode avec a∗ ≡ α b ou` b repre´sente le taux de chargement total sur
l’actif du fonds hors commissions de sur-performance 4, avec 0 < b < 1 et
0 ≤ α ≤ 1 ;
b∗ YT : le montant de la commission syme´trique d’incitation ﬁnancie`re ou
un eﬀet syme´trique de ﬂux de fonds 5 avec b∗ ≡ (1− α) b ;
3. Notons que la fonction de re´mune´ration, FT (WT ) de´pend non seulement de WT mais aussi
de BT , la valeur ﬁnale du benchmark ; celle-ci correspond a` un parame`tre exoge`ne ﬁxe ou variable
de la re´mune´ration, et non a` une variable du proble`me.
4. b est e´gal au taux annuel de gestion multiplie´ par le nombre d’anne´es sur la pe´riode d’inves-
tissement conside´re´e (i.e. T anne´es) ; en pratique, la valeur de b est ﬁxe´e en fonction du niveau de
rendement attendu du portefeuille et de´pend donc du type d’actif conside´re´ dans le portefeuille ;
par exemple, en gestion collective, le taux de commission annuel (pour T ≡ 1) sera de l’ordre
de b = 1% a` b = 2% pour un fonds action et de l’ordre de b = 0.5% a` b = 1% pour un fonds
obligataire.
5. Cette composante de la re´mune´ration, qui re´compense l’asset manager pour sa sur-
performance de la meˆme fac¸on qu’elle le pe´nalise en cas de sous-performance, repre´sente une
alternative a` la commission, dite de sur-performance, qui est elle asyme´trique et favorise l’asset
manager au de´triment de l’investisseur ﬁnal.
Cette notion de pe´nalisation en cas de sous-performance a d’ailleurs e´te´ reprise par certains acteurs
de l’industrie ﬁnancie`re ; voir par exemple la re´glementation de la SEC en vigueur aux Etats-Unis
qui impose que les frais variables pre´leve´s par les mutual funds soient syme´triques autour du
benchmark (”les Fulcrum Fee”), structure de re´mune´ration analyse´e par [Elton et al., 2003]).
Par ailleurs, cette forme de re´mune´ration syme´trique a e´te´ largement analyse´e dans la litte´rature
ﬁnancie`re portant sur l’application du proble`me ”Principal - Agent” a` des mode`les de de´le´gation
de gestion ﬁnancie`re et de forme de contrat optimal (voir par exemple [Stracca, 2005] pour une
revue de cette litte´rature).
Une autre interpre´tation de cette composante de la re´mune´ration est un eﬀet ”syme´trique” de
ﬂux de fonds traduisant un niveau d’encours proportionnel a` l’e´cart de performance par rapport
au benchmark, ce qui semble eˆtre empiriquement plus le cas pour les ﬂux de fonds de pension
que pour les mutual funds moins pe´nalise´s par une sous-performance que re´compense´s en cas de
sur-performance (voir [Del Guercio Tkac, 2000]).
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η∗ WT × 1YT≥0 : le bonus paye´ a` l’asset manager en cas de sur-performance
(suppose´ proportionnel a` la valeur ﬁnale du portefeuille) 6 ou un eﬀet
asyme´trique de ﬂux de fonds 7, avec 0 ≤ η∗ < 1− a∗ ;
c∗ Y +T : les frais de gestion de sur-performance avec : −η∗ ≤ c∗ < 1 8 et
0 ≤ c < 1 − b ou` c ≡ η∗ + c∗ de´signe le taux des frais de gestion sur actif
verse´s en cas de sur-performance 9.
Tout d’abord, il paraˆıt utile de mentionner que les contraintes impose´es sur la valeur
des parame`tres impliquent que l’ine´galite´ FT (WT ) < WT , est bien ve´riﬁe´e. Ce qui
permet d’exclure les cas (non de´sirables) ou` la re´mune´ration du ge´rant exce´derait
la valeur totale des actifs.
En eﬀet,
(1) pour WT ≤ BT , on a : FT (WT ) = a∗ BT + b YT ≤ bWT < WT puisque,
par construction, on a suppose´ que 0 ≤ a∗ ≤ b 10 ;
(2) pour WT > BT , on a : FT (WT ) = (a
∗ + η∗)BT + (c+ b) YT < WT
⇔ WT /BT > (a
∗+η∗)−(c+b)
1−(c+b) ; ine´galite´ ve´riﬁe´e pour WT > BT avec la
double contrainte suivante : 0 ≤ η∗ < 1− a∗ et 0 < b+ c < 1.
On notera aussi que la prise en compte d’une contrainte de non ne´gativite´ de la
re´mune´ration de l’asset manager F (WT ) > 0 est e´quivalente a` faire une hypothe`se
de contrainte de protection portant sur la valeur ﬁnale du portefeuille ge´re´ puis-
qu’on a : F (WT ) ≥ bWT − b∗ BT et b WT − b∗ BT > 0 ⇔ WT > (1− α)×BT avec
b∗ ≡ (1 − α) b.
6. Notons que ce terme peut e´galement s’interpre´ter dans le cadre d’un mode`le de frais de
ge´rant de hedge fund de la fac¸on suivante : l’expression des deux termes de la commission dont le
paiement est conditionnel a` une sur-performance, que l’on note GT (WT ) avec :
GT (WT ) ≡ η∗ WT × 1WT ≥W0 + c∗ max
(
WT −W 0, 0
)
peut se re´-e´crire de la fac¸on suivante :
GT (WT ) ≡ c
[
WT −W 1
] × 1WT ≥W0
avec W0 la valeur initiale du portefeuille ge´re´, et avec BT ≡ W 0 ≡ (1 + η∗/c∗)×W 1 la valeur du
seuil de de´clenchement (”hurdle rate”) de la commission de sur-performance.
Dans le cas ou` η∗ = 0 ⇔ W 1 = W 0 et W 1 = W0, la commission de performance sera verse´e de`s
le premier euros de performance.
Dans le cas ou` η∗ > 0 et W 1 = W0, la commission sera e´galement verse´e de`s le premier euros de
performance mais uniquement si la performance est au dessus du seuil de´clenchement, que l’on
qualiﬁera de ”soft hurdle rate”.
Dans le cas ou` η∗ = 0 ⇔ W 1 = W 0 et W 1 > W0, l’asset manager recevra une commission
supple´mentaire uniquement sur la partie de la performance au dessus du seuil de de´clenchement,
que l’on qualiﬁera de ”hard hurdle rate”.
7. Cette composante peut s’interpre´ter comme un eﬀet de ﬂux de fonds asyme´trique (voir par
exemple [Basak et al., 2008]) correspondant a` une augmentation des encours a` un taux de η∗
en cas de sur-performance par rapport au benchmark.
8. Remarquons que dans le cas ou` −η∗ ≤ c∗ ≤ 0 ⇔ 0 ≤ c ≤ η∗, la composante asyme´trique de
la re´mune´ration prend la forme suivante : (η∗∗BT + cWT )×1YT≥0 avec : 0 ≤ η∗∗ ≡ (η∗−c) ≤ η∗.
Par exemple, dans l’hypothe`se ou` le benchmark est ﬁxe, i.e. BT ≡ W 0, et le taux de frais de
gestion de sur-performance est nul, i.e. c = 0, on obtient la structure de re´mune´ration, avec bonus
de sur-performance ﬁxe, dont l’expression est la suivante :
FT (WT ) ≡ a + bYT + η × 1YT ≥0 ou` on a pose´ a ≡ a∗W 0, η ≡ η∗W 0 et YT ≡ WT −W 0.
9. On a typiquement c >> b/T avec c de l’ordre de 10% a` 30%
10. En eﬀet, sinon cela reviendrait a` supposer que le taux de chargement de la commission
syme´trique d’incitation ﬁnancie`re, note´ b∗ ≡ b− a∗, est un coeﬃcient ne´gatif.
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Nous analyserons plus en de´tail, dans la sous-section suivante, les interpre´tations
possibles de la prise en compte, de manie`re explicite ou implicite, d’une telle
contrainte de protection dans les pre´fe´rences d’investissement de l’asset manager.
Finalement, on remarquera que cette forme de re´mune´ration ge´ne´ralise plusieurs
mode`les de frais de gestion ou de ﬂux de fonds expose´s dans la litte´rature dans un
cadre de gestion dynamique de portefeuille :
(1) Dans le cas particulier ou` il n’y a pas d’incitation ﬁnancie`re de type
asyme´trique (c = 0), on obtient la fonction de frais ”line´aire syme´trique”
du mode`le ”Principal-Agent” de [Lioui Poncet, 2006]
FT (WT ) ≡ a∗WT + b∗ (WT −BT )
(2) Dans le cas particulier ou` l’asset manager ne rec¸oit pas de commission sur
encours ni de bonus en cas de sur-performance (i.e. b → 0 et η∗ ≡ 0), et si
nous supposons de plus que le benchmark est ﬁxe (i.e. BT = W
0) et que
les parame`tres a∗ et b ne sont pas lie´s entre eux 11, on retrouve le mode`le
de [Carpenter, 2000] :
FT (WT ) ≡ a∗ W 0 + c∗
(
WT −W 0
)+
(3) Dans le cas particulier, ou` il n’y pas de re´mune´ration incitative syme´trique
(i.e. b∗ ≡ 0) ni de bonus verse´ en cas de sur-performance (η∗ ≡ 0), on
obtient la fonction de frais associe´e au mode`le de comportement de ge´rant
de hedge fund 12 de [Hodder Jackwerth, 2006] 13, fonction de frais qui
peut se re´-e´crire avec nos notations de la fac¸on suivante :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + c∗ (WT −BT )+
(4) Le mode`le de ﬂux de fonds de [Basak et al., 2008] correspond a` une
structure de frais line´aire par morceaux fonction d’une seule variable, la
valeur du portefeuille ge´re´ (b∗ ≡ 0, c∗ ≡ 0) 14. Ce mode`le suppose que
11. On conside`re l’expression suivante de la re´mune´ration du ge´rant :
FT (WT ) ≡ a∗ W 0 + b YT + c∗
(
WT −W 0
)+
.
Nous supposons de plus que b → 0 inde´pendamment de la valeur de a∗, avec a∗ > 0.
12. Nous faisons l’hypothe`se supple´mentaire que l’asset manager n’a pas investi une partie de sa
richesse dans le portefeuille dont il a obtenu le mandat de gestion ; bien qu’il soit facile d’inte´grer
une telle contrainte en rajoutant un parame`tre supple´mentaire a` notre mode`le, il s’agit d’une
pratique qui est plus spe´ciﬁque a` l’univers des hedge funds qu’a` celui de la gestion de portefeuille
traditionnelle).
13. [Hodder Jackwerth, 2006] conside`rent que le ge´rant de hedge fund est CRRA et font
l’hypothe`se restrictive d’un benchmark ﬁxe, i.e. BT ≡ W 0 ; [Kouwenberg Ziemba, 2007]
conside`rent la meˆme structure de frais que [Hodder Jackwerth, 2006] et font l’hypothe`se que
le ge´rant a une fonction d’utilite´ dont l’expression est celle de la the´orie des perspectives (”propect
theory”) pour mode´liser son son aversion a` la perte.
14. Ce mode`le peut s’interpre´ter e´galement comme une forme re´duite d’une structure de
frais de sur-performance avec plafond de commission sur encours. En eﬀet, en supposant que
la re´mune´ration prend la forme suivante :
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le taux de souscription augmente si une sur-performance est constate´e a`
l’horizon d’investissement entraˆınant un surcroit de re´mune´ration pour
l’asset manager qui est re´compense´, le cas e´che´ant, de sa bonne gestion :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + η∗ WT × 1WT≥BT
1.2. Pre´fe´rence d’investissement de l’asset manager.
On suppose que l’asset manager cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration
ﬁnale et que ses pre´fe´rences sont de´crites par une fonction d’utilite´ HARA dont l’ex-
pression est la suivante 15 :
v(x, x0T ) ≡
C1
1− γ
{
x− x0T
γ
}1−γ
+ C2 (1.2)
avec les notations suivantes :
γ: le parame`tre d’aversion au risque de l’asset manager, avec γ ∈ R \ {0, 1},
x ≡ FT (WT ): la valeur ﬁnale de la re´mune´ration de l’asset manager,
x0T : la valeur du plancher de re´mune´ration (pour γ > 0), respectivement du
plafond de re´mune´ration (pour γ < 0) 16,
C1, C2: deux constantes quelconques ve´riﬁant C1 × γ > 0, et C2 ∈ R 17.
On suppose que la contrainte technique suivante est ve´riﬁe´e : pour γ > 0, on a
x > x0T ≥ 0, et pour γ < 0, x0T > x ≥ 0.
FT (WT ) ≡ a∗ WT + min
{
c∗
(
WT −W 0
)
, η∗ WT
} × 1WT ≥W0
Celle-ci peut se re´-e´crire :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + η∗ WT × 1WT≥W1 + c∗
(
WT −W 0
)× 1W0≤WT<W1
avec W 1 ≡ W 0/ (1− η∗/c∗) ≥ W 0
Or en ge´ne´ral dans la pratique, le ratio ”taux des frais de gestion sur encours maximum / taux des
frais de sur-performance”, i.e. η∗/c∗, est petit (d’autant plus que l’horizon conside´re´ est faible).
Ce qui implique que la valeur de l’e´cart W 1 −W 0 est faible et ce mode`le de frais peut alors eˆtre
approxime´ par la forme re´duite suivante : FT (WT ) ≡ a∗ WT + η∗ WT × 1WT ≥W0
15. Une fonction d’utilite´ HARA se caracte´rise par un coeﬃcient d’aversion absolue pour le
risque qui s’identiﬁe a` une fonction hyperbolique ; en particulier, l’expression conside´re´e se de´duit
de l’e´quation diﬀe´rentielle suivante : RAbs(x) ≡ −u′′ (x)/u′ (x) = γ/(x− x0T ) avec (x− x0T )/γ > 0
et γ ∈ R \ {0, 1}.
16. Pour γ > 0, l’asset manager admet un proﬁl de richesse ”convexe” : sa fonction d’utilite´
est DARA (’Diminishing Absolute Risk Aversion’) puisque RAbs(x) est une fonction de´croissante
de x, et elle est DRRA (’Diminishing Relative Risk Aversion’) puisque son coeﬃcient d’aversion
relative pour le risque, RRe(x) ≡ x×RAbs(x) est une fonction de´croissante de x.
Pour γ < 0, l’asset manager admet un proﬁl de richesse ”concave” : sa fonction d’utilite´ est IARA
(’Increasing Absolute Risk Aversion’) puisque RAbs(x) est une fonction croissante de x, et elle est
e´galement IRRA (’Increasing Relative Risk Aversion’) puisque son coeﬃcient d’aversion relative
pour le risque, RRe(x) est une fonction croissante de x.
17. Notons que la contrainte C1 × γ > 0 permet de garantir que u′ (x) > 0 et u′′(x) < 0.
De plus, il est utile de remarquer que si la conside´ration d’un terme additionnel C2 non nul
ne change pas les pre´fe´rences de l’asset manager HARA, en revanche, cela permet d’obtenir
alge´briquement certaines formes de fonction d’utilite´ HARA comme la fonction d’utilite´ qua-
dratique ; en eﬀet, en posant γ ≡ −1, C1 ≡ −1/x0T , C2 ≡ x0T /2, l’expression de v(x, x0T ) donne´e
dans l’e´quation (1.2) devient celle d’une fonction d’utilite´ quadratique : v(x, x0T ) = x− x2/2x0T .
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De plus, on fait l’hypothe`se (”contrainte de benchmark”) que le seuil de richesse mi-
nimum ou maximum, note´ x0T , est proportionnel au niveau ”central” de re´mune´ration,
FT (BT ), obtenu dans le cas ou` la valeur ﬁnale du portefeuille est e´gale a` celle du
benchmark 18 ; ce qui s’e´crit :
x0T ≡ (1− θ)×FT (BT ) ≡ (1−α0)× bBT , ou` on a pose´ α0 ≡ 1−α× (1− θ) 19, avec
0 ≤ α0 ≤ 1 pour γ > 0 et α0 < 0 pour γ < 0.
Ce choix particulier de niveau de re´mune´ration seuil, note´ x0T , revient a` faire l’hy-
pothe`se que l’asset manager doit prendre en compte, dans ses pre´fe´rences, une
contrainte implicite de sous-performance (γ > 0) ou de sur-performance (γ < 0)
par rapport a` la valeur du benchmark. En eﬀet :
(1) pour γ > 0,
On a x ≡ FT (WT ) > x0T ≡ (1 − α0) × bBT ⇔ WT /BT − 1 > −α∗, ou` on
a pose´ (1− α∗) ≡ (1− α0) + (1 − α) et ou` on suppose que 0 ≤ α∗ ≤ 1
⇔ 1 ≤ α0 + α ≤ 2.
(2) pour γ < 0,
On a x0T > x ≥ 0 ⇔ WT /BT < (1−α
∗)×b+c∗
b+c ⇔ WT /BT − 1 < −α
∗×b−η∗
b+c ,
avec toujours (1−α∗) ≡ (1−α0)+(1−α) et ou` on suppose que α∗ < −η∗/b
⇔ α0 + α < 1− η∗/b
Cette hypothe`se de seuil de re´mune´ration faisant re´fe´rence au benchmark corres-
pond a` de nombreux cas de ﬁgure observe´s dans la pratique :
(1) Contrainte de sous-performance par rapport au benchmark (γ > 0)
Notons tout d’abord que, dans ce cas (γ > 0), la prise en compte dans les
pre´fe´rences d’investissement de l’asset manager, d’une telle contrainte de
”benchmark” revient a` supposer que sa re´mune´ration inclut une compo-
sante d’incitation line´aire syme´trique.
En eﬀet, le ge´rant de portefeuille ayant une re´mune´ration (sans compo-
sante d’incitation syme´trique, i.e. pour α = 1) de´ﬁnie par l’expression
18. La valeur ﬁnale du benchmark, note´e BT , sert de seuil de richesse de re´fe´rence (point
”central”) pour de´terminer l’obtention ou non de la commission de sur-performance. De manie`re
similaire, [Kouwenberg Ziemba, 2007] font l’hypothe`se d’une re´mune´ration cible e´gale a` ce
niveau de re´fe´rence, FT (BT ), pour l’asset manager averse a` la sous-performance et dont la fonction
d’utilite´ correspond a` celle de la the´orie des perspectives (”propect theory”) ; son expression (avec
nos notations) est la suivante :
v(x, x0T ) ≡
{−A(x0T − x)γ1 si x  x0T
+B(x− x0T )γ2 si x > x0T
avec x ≡ FT (WT ), x0T ≡ FT (BT ), A,B > 0, et 0 < γ1, γ2 ≤ 1.
19. La dernie`re expression de x0T s’obtient en remarquant que FT (WT ) ≡ a∗BT ≡ α× bBT et
en posant (1− θ) ≡ (1− α0)/α ⇔ α0 ≡ 1− α× (1− θ), avec (comme pre´ce´demment) 0 ≤ α ≤ 1,
et ou` on suppose de plus que 0 ≤ θ ≤ 1 pour γ > 0 et θ < 1− 1/α < 0 pour γ < 0.
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suivante :
FT (WT ) ≡ bWT + (c− η∗) max (YT , 0) + η∗ WT × 1YT≥0
et dont la fonction d’utilite´ est donne´e par :
v(x ≡ FT (WT ), x0T ≡ (1− α0)× bBT )
re´sout le meˆme proble`me d’investissement que le ge´rant, be´ne´ﬁciant d’une
incitation ﬁnancie`re syme´trique, dont la re´mune´ration est donne´e par
F 0T (WT ) ≡ α0 bWT + (1− α0) b YT + (c− η∗)max(YT , 0)
+η∗ WT × 1YT≥0
et la fonction d’utilite´ prend la forme suivante : v(x ≡ F 0T (WT ), x0T ≡ 0).
Dans le cas particulier ou` α∗ = 1 ⇔ α0 = α = 1 (niveau maximal
de risque de sous-performance), la contrainte implicite correspond a` une
contrainte de non ne´gativite´ de la re´mune´ration du ge´rant, FT (WT ) > 0,
ou, de fac¸on e´quivalente, a` une contrainte de non ne´gativite´ de la valeur
du portefeuille ge´re´, i.e. WT > 0. En eﬀet, il est facile de voir que pour
α0 = α = 1, nos hypothe`ses se re´-e´crivent de la fac¸on suivante :
– une re´mune´ration, sans incitation ﬁnancie`re syme´trique, de la forme
suivante : FT (WT ) ≡ bWT + (c− η∗) max (YT , 0) + η∗ WT × 1YT≥0
– un seuil de re´mune´ration minimale nul, i.e. x0T ≡ 0 (i.e. contrainte de
non ne´gativite´)
Dans le cas ou` 0 < α∗ < 1 ⇔ 1 < α0 + α < 2, la contrainte impli-
cite de ”Benchmark”, plus restrictive que la simple non-ne´gativite´, peut
provenir de la prise en compte par le ge´rant d’une contrainte de sous-
performance maximale qui lui est impose´e par l’investisseur (hypothe`se
de contrainte exoge`ne). Une seconde hypothe`se, consiste a` supposer que
cette contrainte implicite traduit l’aversion (stricte) a` la sous-performance
du ge´rant (contrainte endoge`ne) :
(a) Hypothe`se de contrainte exoge`ne de sous-performance : pratique
de ”benchmarking”
Dans ce cas, on suppose que le risk-manager, ou encore l’inves-
tisseur donnant mandat de gestion, impose cette contrainte de
sous-performance par rapport au benchmark a` l’asset manager.
Ce dernier l’inte`gre de manie`re implicite dans l’expression de sa
fonction d’utilite´ 20 :
20. Nous analyserons plus en de´tail le cas particulier d’une fonction d’utilite´ puis-
sance avec plancher de richesse implicite dans les sections suivantes. Voir par exemple
[Bajeux-Besnainou Ogunc, 2006] pour l’utilisation de ce type de fonction d’utilite´ dans le
cadre du proble`me d’investissement d’une fondation ﬁnancie`re (”Endowment Plan”) ou encore
[Basak, 2002] dans le cadre d’un mode`le d’e´quilibre avec agent averse a` la sous-performance.
Remarquons aussi que le choix de ce type de fonction d’utilite´ implique que la strate´gie dynamique
optimale du proble`me d’investissement est similaire a` une strate´gie ”CPPI” (”Constant Protection
Portfolio Insurance”) ; voir par exemple [Perold Sharpe, 1988] pour une description de cette
strate´gie dynamique d’assurance de portefeuille.
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(b) Hypothe`se de contrainte endoge`ne : aversion a` la sous-performance
De manie`re alternative, on peut conside´rer que c’est l’asset ma-
nager lui-meˆme qui souhaite se pre´munir d’une situation de sous-
performance importante.
La raison en e´tant que, au-dela` du couˆt ﬁnancier (il ne rec¸oit
pas de commission de sur-performance pour WT < BT ), et
du couˆt d’opportunite´ (perte de temps) qu’il subit, un niveau
trop important de sous-performance peut engendrer pour lui un
couˆt re´putationnel induisant de fac¸on indirect une baisse de sa
re´mune´ration (une sous-performance importante peut engendrer
moins de collecte voir meˆme une de´collecte, ce qui au ﬁnal signi-
ﬁe moins de commission d’encours) 21.
Finalement, dans le cas limite ou` α∗ = 0 ⇔ α0 = 1 − α, la contrainte de
”benchmark” correspond a` un niveau de risque de sous-performance nul ;
autrement dit, le ge´rant est contraint d’imple´menter une gestion de porte-
feuille sans aucun risque de sous-performance par rapport au benchmark :
par exemple pour α0 = 0 et α = 1, la contrainte implicite de protec-
tion s’e´crit FT (WT ) ≡ bWT > FT (BT ) ≡ bBT , ou de fac¸on e´quivalente,
WT > BT
22.
(2) Proﬁl de richesse concave (γ < 0) :
Pour γ < 0 (proﬁl concave), il s’agit du cas ou` l’asset manager doit ou
souhaite prendre en compte une contrainte implicite de plafond de sur-
performance.
Cette valeur plafond s’identiﬁe a` un niveau d’exce`s de performance par
rapport au benchmark que l’asset manager ne souhaite jamais de´passer
car, a` ce niveau de performance, il atteint la satie´te´ et ne souhaite donc
plus eˆtre expose´ en actif risque´.
Ce seuil de satie´te´ de´coule du choix du proﬁl de gain concave de l’asset
manager (γ < 0) ; de meˆme que dans le cas γ > 0, on peut supposer que
ce proﬁl de gain avec re´mune´ration maximale traduit son propre appe´tit
pour le risque (contrainte endoge`ne) ou lui est impose´ par l’investisseur
ﬁnal (contrainte exoge`ne).
A noter que dans ce cas, la richesse du portefeuille n’e´tant pas borne´e a` la
baisse, il est ne´cessaire de conside´rer une contrainte de sous-performance
explicite dans le proble`me de l’asset manager.
C’est ce que nous ferons quand nous analyserons, dans la quatrie`me section
21. Nous conside´rons ici la forme la plus restrictive d’aversion a` la perte (contrainte stricte de
sous-performance maximale) ; nous analyserons dans le chapitre suivant une forme moins restreinte
d’aversion avec pe´nalisation de la sous-performance.
22. Notons que cela l’oblige a` ope´rer une gestion totalement passive si E {BT /HT } = 1, la
gestion restant partiellement active seulement dans le cas ou` E {BT /HT } < 1.
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de ce chapitre, le proble`me moyenne-variance avec contrainte implicite de
”Tracking Error” 23 et contrainte explicite de sous-performance.
(3) Proble`me de l’asset manager de ”re´fe´rence” ne recevant pas de commis-
sion d’incitation ﬁnancie`re (α = 1 et c = 0) :
Il est facile de voir que dans le cas ou` α = 1 et c = 0, l’asset mana-
ger re´sout le meˆme proble`me d’investissement que l’investisseur HARA
lui donnant mandat si l’on suppose que :
– le proble`me d’investissement conside´re´ par l’investisseur ﬁnal est de
maximiser l’utilite´ espe´re´e de l’e´cart entre la valeur ﬁnale de son porte-
feuille et celle du benchmark 24
– le budget de risque de l’investisseur (seuil de sous-performance ou de
sur-performance maximale implicite) est donne´ par −α0 ×BT .
– la fonction d’utilite´ de l’investisseur ﬁnal est la meˆme que celle de l’asset
manager
Dans ce cas, les pre´fe´rences des deux investisseurs sont identiques ; autre-
ment dit en l’absence d’incitation ﬁnancie`re il n’y a pas de conﬂit d’inte´reˆt
entre l’asset manager et l’investisseur avec contrainte de ”benchmark” :
En eﬀet, pour α = 1 et c = 0, la fonction d’utilite´ de l’asset manager
est donne´e par :
v(x ≡ bWT , x0 ≡ (1− α0)× bBT ) ∼= v(WT −BT ,−α0 ×BT )
Finalement, notons qu’on retrouve, pour α0 ≡ 1, le cas particulier de
l’asset manager de ”re´fe´rence” sans incitation ﬁnancie`re (resp. de l’in-
vestisseur sans contrainte de ”benchmarking”) et avec contrainte de non
ne´gativite´ du niveau de la re´mune´ration ﬁnale (resp. de la valeur ﬁnale du
portefeuille) ; dans ce cas, l’e´quivalence des pre´fe´rences s’e´crit de la fac¸on
suivante :
v(x ≡ bWT , x0 ≡ 0) ∼= v(WT , 0)
1.3. Hypothe`ses de marche´ et proble`me d’investissement conside´re´.
Nous faisons l’hypothe`se que la structure du marche´ ﬁnancier est la meˆme que
celle de´crite dans la premie`re partie de la the`se (chapitre 1, section 1.1). Rappelons
de manie`re succincte quelles sont ces hypothe`ses de marche´ qui seront les noˆtres
23. Nous verrons que le proble`me d’investissement conside´re´, dans le cas γ = −1 est e´quivalent
au proble`me ”Tracking Error - Moyenne Variance”, i.e. proble`me Moyenne-Variance dont la va-
riable de richesse ﬁnale est la ”Tracking Error”, i.e. l’e´cart entre la re´mune´ration ﬁnale de l’asset
manager et la valeur de la re´mune´ration cible.
24. Il s’agit typiquement de la proble´matique de certains investisseurs institutionnels comme
les fonds de pension qui donnent mandat de gestion a` un ge´rant tiers sur un ou plusieurs segments
de marche´, chacun repre´sente´ par un portefeuille benchmark.
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dans ce chapitre et le suivant 25 :
(1) Le marche´ est suppose´ ouvert en permanence et les transactions se font
sans arbitrages possibles (hypothe`se d’AOA) et sans couˆts de transaction.
(2) Le marche´ est complet et comprend N+1 actifs :
-L’actif dit ”Actif Sans Risque” (”ASR”) ; localement sans risque, il s’in-
terpre`te comme un ”rollover” d’un instrument du marche´ mone´taire, et a
pour rendement instantane´ :
dS0t /S
0
t = r(t)dt
ou r(t) est un processus qui repre´sente le taux court instantane´ en vigueur
sur le marche´ mone´taire.
-Les N autres actifs sont risque´s et ont pour rendements instantane´s des
processus d’Itoˆ. Plus pre´cise´ment, on e´crit en notation vectorielle :
dSt = St(µ(t)dt+ σ(t)dZt)
ou` St = (S
1
t , . . . , S
N
t ) repre´sente le vecteur des N actifs risque´s,
µ(t) = (µj(t) ; j = 1 . . .N), repre´sente le vecteur des rendements moyens
instantane´s (taux court plus prime de risque),
et ou` σ(t) = (σj k(t) ; j, k = 1 . . .N) repre´sente la matrice de co-volatilite´
des processus de rendements instantane´s.
(3) On conside`re l’ensemble des strate´gies dynamiques autoﬁnancantes et ad-
missibles :
-autoﬁnancantes : pas d’apport de richesse interme´diaire et gain ﬁnan-
cier entie`rement re´-investi,
-admissibles : elles procurent une richesse ﬁnale dont le moment d’ordre
deux est ﬁni (ensemble note´ L2(P )).
Dans ce cadre de marche´, le proble`me d’investissement de l’asset manager (i.e. trou-
ver la strate´gie dynamique optimale maximisant l’utilite´ espe´re´e de la re´mune´ration
ﬁnale) se rame`ne a` la re´solution du proble`me statique dont l’expression est la sui-
vante :
(P0)
{
max
WT∈ L2(P )
E
{
v(x ≡ FT (WT ), x0 ≡ (1− α0)× FT (BT ))
}
s.a. E((WT −BT ) /HT ) = 1− E {BT /HT } ≥ 0
avec
WT : la valeur ﬁnale du portefeuille ge´re´,
25. Pour plus de de´tail voir la section 1.1 intitule´e ”cadre ge´ne´ral” dans le premier chapitre de
la premie`re partie de la the`se.
150 4. INCITATIONS FINANCIE`RES ET BENCHMARKING
BT : la valeur ﬁnale du portefeuille Benchmark,
FT (WT ) : la fonction de re´mune´ration dont l’expression est fournie par l’e´quation
(1.1) ci-dessus,
v(x, x0): l’expression de la fonction d’utilite´ donne´e dans l’e´quation (1.2) ci-
dessus,
α0 : un parame`tre de perte maximale avec 0 ≤ α0 ≤ 1 pour γ > 0 (proﬁl
de gain convexe) ou un parame`tre servant a` mesurer une cible de richesse
maximale (satie´te´) avec α0 < 0 pour γ < 0 (proﬁl de gain concave),
γ : le niveau d’aversion au risque de l’asset manager, parame`tre entrant en
jeux dans l’expression de la fonction v(x, x0) (voir l’e´quation (1.2) ci-
dessus).
HT : la valeur ﬁnale du portefeuille nume´raire
26
Nous nous inte´ressons, dans la suite de ce chapitre, a` plusieurs cas particuliers
de ce proble`me d’investissement.
Nous conside´rons la structure de re´mune´ration donne´e par l’e´quation (1.1) de la
section 1.1, avec ou sans restrictions supple´mentaires sur
– la structure de re´mune´ration incitative : hypothe`se de benchmark ﬁxe ou
stochastique, commission incitative avec ou sans bonus de sur-performance,
– la fonction d’utilite´ HARA dont l’expression est donne´e par l’e´quation (1.2)
de la section 1.2 : fonction d’utilite´ CRRA ou quadratique.
1.3.1. Hypothe`se de benchmark ﬁxe.
Dans les trois sections suivantes, nous ferons l’hypothe`se restrictive que la valeur
ﬁnale du benchmark est ﬁxe 27 et analyserons la strate´gie dynamique optimale dans
le cadre du mode`le a` deux actifs de Black & Scholes 28.
26. Le portefeuille ”nume´raire” est aussi appele´ portefeuille de ”croissance optimale” (”growth
optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond a` la strate´gie optimale pour l’investisseur loga-
rithmique.
Sous nos hypothe`ses de marche´ (les meˆmes que dans la premie`re partie de la the`se), ce portefeuille,
note´ (H,h), est donne´ par les expressions suivantes :
ht =
(
σ(t)σ(t)
′)−1
(µ(t)−r(t)1) et, en de´signant le vecteur des prix de marche´ du risque (”market
prices of risk”) par λ(t) = σ(t)−1(µ(t) − r(t)1) :
Ht = exp
{
t∫
0
(r(s) + λ(s)
′
λ(s)/2)ds +
t∫
0
λ(s)
′
dZs
27. il s’agit du cas particulier ou` le paiement de la commission de sur-performance de´pend du
franchissement d’une cible de richesse ﬁnale qui est ﬁxe.
28. Notons que dans le cadre particulier du mode`le de Black & Scholes a` deux actifs ou sa
ge´ne´ralisation a` N actifs ou` on fait l’hypothe`se de l’existence d’un taux d’inte´reˆt constant, cela
revient a` supposer, a` une constante pre`s, que le benchmark s’identiﬁe avec l’actif sans risque.
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Nous e´tudierons successivement, sous cette hypothe`se restrictive d’un benchmark
ﬁxe, les trois proble´matiques suivantes :
(1) Seconde section : proble`me de l’asset manager HARA avec frais de gestion
variables et strate´gie dynamique avec contrainte implicite de protection.
Dans cette section, nous expliciterons l’expression de la richesse terminale
optimale du proble`me de l’asset manager HARA avec ”benchmarking”
dont la re´mune´ration comprend uniquement des frais de gestion sur en-
cours et des frais de gestion variables.
Il s’agit de la forme de re´mune´ration la plus courante en pratique dans
l’industrie de la gestion pour compte de tiers.
Elle correspond a` l’expression de la fonction de re´mune´ration, donne´e
par l’e´quation (1.1) de la section 1.1, dans le cas ou` le benchmark est
ﬁxe, i.e. BT ≡ W 0, et l’asset manager ne rec¸oit ni re´mune´ration incita-
tive syme´trique (i.e. b∗ = 0 ⇔ a∗ = b) ni bonus de sur-performance (i.e.
η∗ = 0 ⇔ c∗ = c) :
FT (WT ) ≡ b WT + c max
(
WT −W 0, 0
)
avec W 0 qui de´signe le seuil de richesse cible (hypothe`se de benchmark
ﬁxe, i.e. BT ≡ W 0).
De plus, a` titre illustratif, nous analysons dans le cadre du mode`le de
Black & Scholes, la strate´gie dynamique optimale pour l’asset manager
HARA dont le proﬁl de gain est convexe et qui doit prendre en compte
une contrainte implicite de protection.
La fonction d’utilite´ qui est choisie pour de´crire les pre´fe´rences d’investis-
sement de cet asset manager est une fonction d’utilite´ ”puissance” avec
seuil de re´mune´ration minimale qui admet la forme suivante 29 :
v(x ≡ FT (WT ), x0 ≡ (1 − α0)× FT (W 0)) ≡ u(x− x0) ≡ (x−x
0)1−γ
1−γ
avec 0 ≤ α0 ≤ 1 et avec γ, γ ∈ ]0; +∞[ \ {1}, qui de´signe le niveau
d’aversion au risque de l’asset manager.
(2) Troisie`me section : proble`me de l’asset manager CRRA avec prise en
compte d’un bonus ﬁxe verse´ en cas de sur-performance
29. Notons que le proble`me conside´re´ est e´quivalent a` celui de l’asset manager CRRA ayant les
caracte´ristiques suivantes :
– la structure de sa re´mune´ration comprend une commission de gestion ﬁxe et une compo-
sante syme´trique de frais de gestion incitatifs et son expression est la suivante :
FT (WT ) ≡ a0 + b
(
WT −W 0
)
+ c max
(
WT −W 0, 0
)
ou` on a pose´ a0 ≡ α0 b W 0 avec 0 ≤ a0 ≤ b W 0,
– l’expression de sa fonction d’utilite´ ”puissance” est la suivante (seuil de richesse minimale
e´gal a` 0) : v(x ≡ FT (WT ), x0 ≡ 0) ≡ x
1−γ
1−γ , avec γ, γ ∈ ]0; +∞[ \ {1}, qui de´signe le
parame`tre d’aversion au risque de l’asset manager.
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Dans la troisie`me section, nous ge´ne´ralisons les re´sultats de la seconde
section dans le cas ou` l’asset manager est CRRA ; nous nous inte´ressons en
particulier a` l’eﬀet du versement d’un bonus ﬁxe en cas de sur-performance
(en plus des frais de gestion variables le cas e´che´ant) sur le proﬁl de gain
de cet asset manager.
Nous plac¸ant toujours sous l’hypothe`se d’un benchmark ﬁxe (BT ≡ W 0),
nous re´solvons le proble`me de l’asset manager CRRA (proﬁl de gain
convexe) dont l’expression de la re´mune´ration est la forme ge´ne´rale donne´e
par l’e´quation (1.1) de la section 1.1 :
– Sa re´mune´ration comprend donc a` la fois une commission de gestion
ﬁxe, une composante syme´trique de frais de gestion incitatifs, des frais
de gestion variables et un bonus ﬁxe en cas de sur-performance :
FT (WT ) ≡ a0 + b (WT −W 0) + η0 × 1WT≥W 0 + c max
(
WT −W 0, 0
)
avec les notations suivantes a0 ≡ a∗W 0 (composante de frais de gestion
ﬁxes), b ≡ a∗ + b∗ (frais de gestion syme´triques), η0 ≡ η∗ W 0 (bonus
ﬁxe), et c ≡ c∗ + η∗ (frais de gestion variables).
– sa fonction d’utilite´ est de´ﬁnie par l’expression suivante :
v(x ≡ FT (WT ), x0 ≡ 0) ≡ u(x) ≡ x1−γ1−γ , avec γ, γ ∈ ]0; +∞[ \ {1},
qui de´signe le niveau d’aversion au risque de l’asset manager.
(3) Quatrie`me section : proble`me de l’asset manager recevant des frais de ges-
tion variables avec fonction d’utilite´ quadratique et contrainte explicite
d’assurance de portefeuille.
Il s’agit du proble`me de la seconde section, dans le cas particulier ou`
la fonction d’utilite´ de l’asset manager est quadratique (proﬁl de gain
concave) et ou` ce dernier doit prendre en compte une contrainte supple´mentaire
d’assurance de portefeuille.
Le but e´tant, dans le cas ou` γ < 0, d’e´viter une situation de faillite qui
resterait possible sans la prise en compte de cette contrainte explicite dans
le proble`me d’investissement : WT ≥ W > 0.
La structure de la re´mune´ration conside´re´e est celle de la seconde section :
FT (WT ) ≡ b WT + c max
(
WT −W 0, 0
)
La fonction d’utilite´ prend la forme quadratique suivante :
v(x ≡ FT (WT ), x0 ≡ (1 − α0)× FT (W 0)) ≡ u∗(x− x0) ≡ − (x
0−x)2
2
avec α0 < 0.
Finalement, de manie`re e´quivalente, nous pouvons conside´rer, dans le
proble`me d’investissement, la forme de fonction d’utilite´ quadratique plus
connue suivante :
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u(z) = z − z2/2a
ou` on a pose´ :
z ≡ x− x0 ≡ FT (WT ) − FT (W 0) ≡ b (WT −W 0) + c max
(
WT −W 0, 0
)
qui repre´sente la ”Tracking Error” de la re´mune´ration de l’asset manager,
de´ﬁnie comme la diﬀe´rence entre sa re´mune´ration ﬁnale et le niveau ”cen-
tral” de re´mune´ration correspondant a` une gestion passive.
a0 = −α0 × b W 0 > 0 qui de´signe le parame`tre de tole´rance au risque
de l’asset manager.
1.3.2. Hypothe`se de benchmark stochastique.
En guise de ge´ne´ralisation, dans la cinquie`me et dernie`re section, nous explicitons
la solution du proble`me de l’asset manager CRRA dans sa forme la plus ge´ne´rale :
hypothe`se de benchmark stochastique et forme de re´mune´ration correspondant a`
l’expression donne´e par l’e´quation (1.1) de la section 1.1 sans aucune restriction.
De plus, nous conside´ronsN sources de risque, avec N ≥ 1, pour de´crire la strate´gie
dynamique optimale (ge´ne´ralisation du mode`le de de Black & Scholes a` deux actifs
et une seule source de risque).
La table 1 ci-dessous fait la synthe`se des diﬀe´rentes caracte´ristiques des proble`mes
conside´re´s dans les sections suivantes, tandis que la table 2 oﬀre un aperc¸u de
chacune des proble´matiques correspondantes.
Table 1. Principales caracte´ristiques des proble`mes d’investisse-
ment conside´re´s
Section Benchmark Re´mune´ration1 Utilite´ Proﬁl de gain Mode`le
d’actifs
Section 2 ﬁxe spe´ciﬁque :
b∗ ≡ 0 et
η∗ ≡ 0
HARA quelconque 2 B&S
Section 3 ﬁxe forme
ge´ne´rale
CRRA convexe B&S
Section 4 ﬁxe spe´ciﬁque :
b∗ ≡ 0 et
η∗ ≡ 0
quadratique 3 mixte 4 B&S
Section 5 stochastique forme
ge´ne´rale
CRRA convexe B&S mul-
tidimen-
sionnel 5
.
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Table 2. Comparaison des diﬀe´rentes proble´matiques d’investis-
sement conside´re´es
Section Proble´matique
Section 2 Etudier l’eﬀet du changement de valeur du taux
des frais de gestion variables (parame`tre c 6) sur le
comportement d’investissement de l’asset manager
HARA dans un cadre simpliﬁe´ : benchmark ﬁxe,
forme de re´mune´ration standard (pas de bonus de
sur-performance) et analyse de l’allocation dyna-
mique optimale pour l’asset manager ayant une fonc-
tion d’utilite´ puissance avec seuil de richesse mini-
male (proﬁl de gain convexe).
Section 3 Ge´ne´raliser les re´sultats de la seconde section en
conside´rant la forme ge´ne´rale de re´mune´ration : celle-
ci comprend le versement d’un bonus en cas de de
sur-performance en comple´ment des frais de ges-
tions variables (le cas e´che´ant). Analyser l’impact du
montant de bonus conside´re´ (parame`tre η0 7) sur la
strate´gie dynamique de l’asset manager CRRA.
Section 4 Re´soudre le proble`me d’investissement (moyenne -
variance) de l’asset manager HARA utilisant la ”Tra-
cking Error Variance” comme mesure de risque (pro-
ﬁl de gain concave). Analyser l’impact de la prise en
compte d’une contrainte explicite de protection sur
l’eﬀet d”incitation ﬁnancie`re.
Section 5 Ge´ne´raliser les re´sultats de la troisie`me section a` la
prise en compte d’un benchmark stochastique. Ex-
pliciter la solution optimale du proble`me d’investis-
sement (forme ge´ne´rale) de l’asset manager CRRA
avec benchmark stochastique : expression de la ri-
chesse terminale optimale et de l’allocation dyna-
mique correspondante dans le cadre du mode`le de
Black & Scholes e´tendu a` N actifs risque´s, avec
N ≥ 1.
1. Les parame`tres b∗ et η∗ mentionne´s dans la colonne ”re´mune´ration” font re´fe´rence a` l’ex-
pression ge´ne´rale de la re´mune´ration fournie par l’e´quation (1.1) de la section 1.1
2. Dans le cadre de l’obtention de la strate´gie dynamique, nous ferons l’hypothe`se
supple´mentaire du choix d’une fonction d’utilite´ HARA de type puissance avec seuil de richesse
minimale (proﬁl convexe).
3. On suppose de plus que l’asset manager doit prendre en compte une contrainte explicite
d’assurance de portefeuille dans son proble`me d’investissement
4. proﬁl de richesse convexe pour les richesses faibles et concave pour les valeurs e´leve´es
5. Ge´ne´ralisation a` N + 1 actifs du mode`le de B&S
6. dans l’expression de la re´mune´ration qui suit : FT (WT ) ≡ b WT + c max
(
WT −W 0, 0
)
.
7. dans l’expression de la re´mune´ration suivante :
FT (WT ) ≡ a0 + b (WT −W 0) + η0 × 1WT≥W0 + c max
(
WT −W 0, 0
)
.
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2. Asset manager HARA avec frais de gestion variables
Nous nous plac¸ons sous les hypothe`ses qui sont de´crites dans la section pre´ce´dente
et supposons que le benchmark de l’investisseur est ﬁxe (i.e. cible de richesse ﬁnale
ﬁxe).
Dans la premie`re sous-section, nous explicitons l’expression de la richesse termi-
nale optimale du proble`me d’investissement de l’asset manager HARA 30, recevant
en sus d’une commission sur encours a` taux ﬁxe, des frais de gestion variables fonc-
tion de sa sur-performance par rapport a` la cible de richesse de l’investisseur 31.
Dans la seconde sous-section, nous nous plac¸ons sous les hypothe`ses du mode`le
a` deux actifs de B&S, et nous supposons de plus que l’asset manager a une fonction
d’utilite´ puissance avec seuil de re´mune´ration minimale (proﬁl convexe). Nous ana-
lysons l’eﬀet du changement de la valeur du taux des frais de gestion variables, des
parame`tres de risque du mode`le ainsi que de l’horizon d’investissement conside´re´s
sur la strate´gie dynamique suivie par cet asset manager.
2.1. Proble`me d’investissement et richesse terminale optimale.
Nous reprenons les hypothe`ses ge´ne´rales de´crites dans la premie`re section : nous
supposons que l’asset manager est HARA et qu’il cherche a` maximiser l’utilite´
espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale dont l’expression est fournie par l’e´quation (1.1)
de la section 1.1. et qui peut se re´-e´crire de la manie`re suivante :
FT (WT ) ≡ a∗BT + bYT + (η∗BT + cYT )× 1YT≥0
avec b ≡ a∗ + b∗, c ≡ η∗ + c∗, et les meˆmes contraintes sur tous les coeﬃcients que
dans l’e´quation (1.1),
avec YT ≡ WT − BT l’e´cart de valeur entre le portefeuille ge´re´ et le benchmark
de l’investisseur ﬁnal.
Dans cette section, nous conside´rons la forme restrictive de re´mune´ration la plus
courante en pratique : il s’agit du cas particulier ou` l’asset manager ne perc¸oit ni
de re´mune´ration incitative syme´trique (i.e b∗ = 0 ⇔ a∗ = b) 32, ni de bonus de
sur-performance (η∗ = 0 ⇔ c∗ = c) ; l’expression de cette structure de frais prend
donc la forme suivante :
FT (WT ) ≡ b WT + c max (YT , 0)
30. Il s’agit du proble`me d’investissement e´nonce´ dans la section 1.3 sous l’hypothe`se
supple´mentaire d’un benchmark ﬁxe. L’expression de la fonction d’utilite´ de l’asset manager est
fournie par l’e´quation (1.2) de la section 1.2, sous cette meˆme hypothe`se de benchmark ﬁxe.
31. La structure de re´mune´ration conside´re´e est celle fournie par l’e´quation (1.1) de la section
1.1, avec les restrictions suivantes : le benchmark est ﬁxe (i.e. cible de richesse ﬁnale ﬁxe), et de plus
l’asset manager ne perc¸oit ni re´mune´ration syme´trique incitative, ni bonus de sur-performance ; il
s’agit de la forme de contrat de re´mune´ration incitative qui est, dans la pratique, la plus courante.
32. Hypothe`se qui est faite sans perte de ge´ne´ralite´, compte tenu de forme de la fonction d’utilite´
HARA avec contrainte implicite de ”Benchmark” conside´re´e, cf. section pre´ce´dente.
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Notons qu’avec cette forme de re´mune´ration, la fonction d’utilite´ de l’asset manager
peut eˆtre re´-exprime´e de la manie`re suivante :
v(x ≡ FT (WT ), x0T ≡ (1− α0)× FT (BT )) ≡ u(x− x0T ≡ ZT + α0 × b BT )
avec v(x, x0T ) ≡ u(x − x0T ) la fonction de´ﬁnie par l’expression de l’e´quation 1.2
de la section pre´ce´dente,
avec ZT l’”exce´dent de re´mune´ration” du ge´rant (par rapport au niveau central
de re´mune´ration) dont l’expression est la suivante :
ZT ≡ FT (WT )− FT (BT ) ≡ bYT + c (YT )+
Finalement, dans la suite de cette section, on fera l’hypothe`se supple´mentaire que
le benchmark de l’investisseur correspond a` une cible ﬁxe de richesse ﬁnale 33, i.e.
BT ≡ W 0 avec 0 ≤W0 ≤ 1/E {1/HT} ≡ 1/ZC(T ) ou` ZC(T ) de´signe la valeur de
l’obligation Ze´ro-Coupon d’e´che´ance T 34.
Sans perte de ge´ne´ralite´ 35 , on peut conside´rer la variable suivante dans le proble`me
d’investissement de l’asset manager :
ZT
′ ≡ ZT /b ≡ YT + d (YT )+
ou` d ≡ c/b de´signe le taux de commission de sur-performance rapporte´ au taux de
commission sur encours et ou` YT ≡ WT −W 0.
Finalement, sous l’hypothe`se supple´mentaire d’un benchmark ﬁxe, la fonction d’uti-
lite´ a` maximiser prend la forme suivante :
u(ZT + α
0 × b W 0) ∼= w(ZT
′
)
avec w(z
′
) ≡ u(z′ +A γ) et A× γ ≡ α0 ×W 0.
On en de´duit que le proble`me d’investissement de l’asset manager peut s’e´noncer
de la manie`re suivante :
33. Nous montrerons, dans la dernie`re section de ce chapitre, que les re´sultats obtenus dans
cette section et la suivante, sous cette hypothe`se restrictive, se ge´ne´ralisent au cas ou` le benchmark
est stochastique.
34. Cette hypothe`se d’encadrement de la valeur de W 0 est faite sans perte de ge´ne´ralite´ et
permet de conserver une simplicite´ d’e´criture dans l’e´nonce´ de notre proble`me.
Faire cette hypothe`se revient a` ne conside´rer que les niveaux de richesse ﬁnale atteignables par
une strate´gie admissible dont le montant d’investissement initial est infe´rieur ou e´gal a` un (i.e.
strate´gie d’assurance de portefeuille avec contrainte implicite de protection du capital).
Dans le cas contraire (strate´gie avec cible de sur-performance par rapport a` l’actif obligataire
Ze´ro-Coupon, actif sans risque a` l’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple chan-
gement de variables, se ramener au cas ou` la richesse cible est exactement e´gale a` la performance
de l’actif obligataire Ze´ro-Coupon.
35. Les pre´fe´rences d’investissement (forme de fonction d’utilite´) sont invariantes par transfor-
mation line´aire.
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Proble`me 15.
(P15)
{
max
YT∈ L2(P )
E
{
w(YT + d (YT )
+
)
}
s.a. E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT}
avec YT ≡ WT −W 0 l’e´cart entre la valeur ﬁnale du portefeuille, WT , et le niveau
de richesse cible, W 0, avec 0 ≤ W 0 ≤ 1/E {1/HT},
avec d le taux de commission de sur-performance rapporte´ au taux de commis-
sion sur encours 36,
avec w(.) la fonction d’utilite´ HARA donne´e par l’expression suivante :
w(x) =
C1
1− γ
{
x
γ
+A
}1−γ
+ C2 (2.1)
avec γ ∈ R \ {0, 1}, C1 × γ > 0 37 , A > 0, C2 quelconque.
La solution du proble`me est pre´sente´e dans le the´ore`me 4 qui suit :
The´oreme 4. La richesse terminale optimale du proble`me (P15) admet l’ex-
pression suivante 38 :
Y ∗T ≡ W ∗T −W 0 =
{
( 11+d )I(
1
1+d
k
HT
) si HT > H
∗
I(k/HT ) si HT ≤ H∗ (2.2)
ou` HT de´signe la valeur ﬁnale du portefeuille nume´raire
39,
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0 ×E {1/HT} ,
et H∗ 40 donne´ par l’expression suivante :
H∗ ≡ k
1 + d
γ (Ad)
γ
C1
[
1− 1/γ
(1 + d)
1−1/γ − 1
]γ
avec d ≡ c/b, d ≥ 0, le ratio du taux de la commission de sur-performance, c, sur
celui de la commission sur encours, b,
avec y → I(y) la fonction inverse de la fonction x → w′ (x) et dont l’expression est
la suivante : I(y) ≡ γ
{(
C1
γy
)1/γ
−A
}
.
36. Ce parame`tre s’interpre`te de fac¸on intuitive comme une mesure du degre´ d’incitation ﬁ-
nancie`re qui est oﬀerte au ge´rant.
37. Ce qui permet de garantir que w
′
(x) > 0 et w
′′
(x) < 0.
38. il s’agit de l’expression de la valeur terminale optimale du portefeuille en exce`s de celle du
benchmark
39. Sous nos hypothe`ses ge´ne´rales on rappelle que le portefeuille ”nume´raire ”, note´ (H,h), est
donne´ par les expressions suivantes : ht =
(
σ(t)σ(t)
′ )−1
(µ(t) − r(t)1) et, en de´signant le vecteur
des prix de marche´ du risque (”market prices of risk”) par λ(t) = σ(t)−1(µ(t) − r(t)1),
Ht = exp
{
t∫
0
(
r(s) +
(
λ(s)
′
λ(s)/2
)
ds
)
+
t∫
0
(
λ(s)
′
dZs
)}
.
40. H∗ est solution de l’e´quation suivante : f
(
k
H∗
1
1+d
)
= 0 avec f (x) ≡ g((1 + d)x)− g(x) et
avec g(x) ≡ w [I(x)]− x [I(x)] ou` I(.) de´signe l’inverse de la fonction w′(.).
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Ce qui implique en particulier que l’exce´dent de re´mune´ration de l’asset manager,
de´ﬁni par Z∗T ≡ FT (W ∗T ) − FT (W 0) ≡ bY ∗T + c (Y ∗T )+, est donne´ par l’expression
suivante :
Z∗T =
{
bI( 11+d
k
HT
) si HT > H
∗
bI(k/HT ) si HT ≤ H∗ (2.3)
Pour d = 0, on retrouve la strate´gie dynamique du proble`me sans commission
de performance et la re´mune´ration de l’asset manager est proportionnel a` la valeur
ﬁnale du portefeuille ; en eﬀet, on a Z∗T = bY
∗
T soit encore FT (W
∗
T ) = bW
∗
T .
Pour d > 0, le ”pay oﬀ” de l’asset manager qui peut recevoir, le cas e´che´ant,
une commission de sur-performance, n’est plus proportionnel a` la valeur en exce`s
du portefeuille total puisqu’on a Z∗T = b
{
Y ∗T + d (Y
∗
T )
+
}
.
L’existence d’une commission de sur-performance implique que l’expression de la
valeur du portefeuille en exce`s du benchmark, Y ∗T (voir l’e´quation 2.2 ci-dessus), et
celle de la re´mune´ration exce´dentaire de l’asset manager, Z∗T (voir l’e´quation (2.3)
ci-dessus), sont toutes deux des fonctions de HT discontinue et asyme´triques par
rapport au seuil H∗.
En eﬀet, ces deux expressions ressemblent au ”pay-oﬀ” discontinu typique d’une
option binaire. Le saut de richesse qui se produit au niveau du seuil H∗ traduit une
volonte´ de prise de risque supple´mentaire de la part de l’asset manager autour de
ce seuil de valeur.
De plus, comme nous pouvons le constater, cette asyme´trie provient du parame`tre
d. En eﬀet, le parame`tre d ne ﬁgure pas dans l’expression de Y ∗T et de Z
∗
T cor-
respondant a` l’e´tat des richesses les plus basses 41. En revanche, il intervient dans
l’expression de la partie supe´rieure des richesses (HT ≥ H∗) en cre´ant une asyme´trie
a` deux niveaux :
– Tout d’abord, a` travers le terme 1/(1 + d) qui agit comme un coeﬃcient
re´ducteur de la valeur ﬁnale du portefeuille. Cet eﬀet de levier inverse´ croˆıt
avec le degre´ d’incitation ﬁnancie`re, d. En revanche, ce terme n’impacte pas
la re´mune´ration du ge´rant (voir l’expression de ZT ∗ donne´e par l’e´quation (2.3)).
– Ensuite, par l’interme´diaire du terme (1 + d) dans l’expression I( 11+d
k
HT
).
Dans ce cas, le terme (1 + d) joue un roˆle de coeﬃcient multiplicateur procurant
un eﬀet de levier a` l’exposition au portefeuille H . Cet eﬀet de levier croˆıt avec le
degre´ d’incitation ﬁnancie`re, d. De plus, on notera que, toute chose restant e´gal
par ailleurs, ce terme impacte positivement a` la fois la valeur ﬁnale du porte-
feuille et le niveau de re´mune´ration du ge´rant (voir l’expression de Z∗T donne´e
par l’e´quation (2.3)).
Remarquons enﬁn que, dans le cas ou` γ > 0 et C1 > 0 (proﬁl convexe), nous
pouvons contraindre les valeurs prises par les parame`tres A et γ, de fac¸on a` nous
pre´munir de la ne´gativite´ de la richesse ﬁnale du portefeuille optimal, note´e W ∗T .
41. L’expression de´pend cependant implicitement du parame`tre d a` travers la valeur de la
contrainte de budget pre`s, note´e k.
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En eﬀet, il est facile de voir que pour A×γ < W 0 42, on a : ∀HT ≥ 0, W ∗T (HT ) > 0.
Par voie de conse´quence, ceci permet e´galement d’e´viter que la valeur ﬁnale de
la re´mune´ration de l’asset manager ne puisse eˆtre ne´gative. En eﬀet, on a :
W ∗T (HT ) > 0 ⇒ FT (W ∗T (HT )) ≥ bW ∗T (HT ) ≥ 0.
A l’inverse, dans le cas ou` γ < 0 et C1 < 0 (proﬁl concave), cela n’est pas possible.
Aussi, de fac¸on a` e´viter des valeurs ne´gatives de richesse, il est ne´cessaire d’intro-
duire dans le proble`me conside´re´ une contrainte explicite supple´mentaire de non
ne´gativite´ sur la richesse ﬁnale du portefeuille, WT ≥ 0.
C’est d’ailleurs ce que nous ferons dans la quatrie`me section de ce meˆme chapitre
ou` nous e´tudierons le proble`me d’investissement de l’asset manager maximisant
l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration pour un choix de fonction d’utilite´ quadratique
et sous une contrainte de protection de la richesse prenant la forme WT ≥ W avec
W ≥ 0.
2.2. Expression de la strate´gie dynamique optimale.
Aﬁn d’illustrer les proprie´te´s de la strate´gie optimale, nous nous plac¸ons a` pre´sent
dans le cas particulier ou` la fonction d’utilite´ de l’asset manager est donne´e par
l’expression suivante 43 :
v(x, x0) ≡ u(x− x0)
avec u(z) ≡ z1−γ1−γ et avec γ, γ ∈ ]0; +∞[ \ {1}, le parame`tre d’aversion au risque de
l’asset manager et ou` on utilise, comme dans la sous-section pre´ce´dente, les nota-
tions suivantes :
x ≡ FT (WT ) ≡ b WT + c (YT )+ et x0 ≡ (1 − α0)× FT (W 0) ≡ (1− α0)× b W 0
avec YT ≡ WT −W 0 et avecW 0 la cible de richesse de l’investisseur ou` 0 ≤ α0 ≤ 1.
Notons tout d’abord que la fonction d’utilite´ prend la forme e´quivalente suivante 44 :
v(x, x0) ∼= w(z′) ≡ u(x− x0 ≡ z′ + a)
avec z
′ ≡ Z ′T ≡ ZT /b ≡ (FT (WT )−FT (W 0))/b ≡ YT + d (YT )+ et YT ≡ WT −W 0,
avec d ≡ c/b le taux de commission de sur-performance rapporte´ au taux de com-
mission sur encours,
et avec −a ≡ −α0W 0, un parame`tre qui repre´sente le niveau de sous-performance,
42. cette relation s’interpre`te de la fac¸on suivante : le niveau de budget de risque, A × γ,
repre´sentant la perte maximale relativement a` la cible de richesse ﬁnale, ne peut exce´der cette
dernie`re valeur.
43. cette forme de fonction d’utilite´ HARA ge´ne´ralise l’expression de la fonction d’utilite´ CRRA
par la prise en compte d’une contrainte implicite de protection supple´mentaire de la re´mune´ration
a` hauteur de x0 > 0.
44. Cette expression est celle de la fonction d’utilite´ de l’asset manager HARA donne´e par
l’e´quation (2.1) dans le cas particulier ou` C2 = 0, C1 ≡ γ1−γ et a ≡ A γ
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par rapport a` la valeur cible W 0, que l’investisseur ne souhaite pas de´passer 45, avec
0 ≤ a ≤ W 0.
On en de´duit que l’expression de la fonction a` maximiser dans le proble`me d’inves-
tissement (P15) est la suivante :
w(YT + d (YT )
+) avec w(x) ≡ u(x + a) , u la fonction d’utilite´ CRRA et les pa-
rame`tres a et d de´ﬁnis comme ci-dessus.
Remarquons e´galement que nous pouvons de fac¸on alternative conside´rer les deux
hypothe`ses suivantes :
(1) L’expression de la re´mune´ration de l’asset manager de´rive de l’e´quation
(1.1) de la section 1.1 sous les hypothe`ses restrictives de benchmark ﬁxe
et de montant de bonus nul :
F
′
T (WT ) ≡ a0 + b YT + c (YT )+
avec YT ≡ WT −W 0 et ou` on a pose´ a0 ≡ a× b.
Soit encore, F
′
T (WT ) ≡ a∗ WT + b∗ YT + c (YT )+
avec a∗ ≡ a× b/W 0 ≡ α0 b < b et b∗ ≡ b− a∗ ≡ b (1− a/W 0).
(2) L’asset manager est CRRA, i.e. sa fonction d’utilite´ est donne´e par l’ex-
pression suivante :
v(x, 0) ≡ u(x) avec x ≡ F ′T (WT ).
Ainsi, on retrouve le re´sultat d’e´quivalence de´ja` e´nonce´ dans la section 1 : l’exis-
tence d’un budget de risque de sous-performance ou d’une commission de gestion
incitative syme´trique sont deux notions e´quivalentes.
En particulier, l’asset manager CRRA sans incitation ﬁnancie`re syme´trique (a =
W 0 ⇔ a∗ = b ⇔ b∗ = 0) dont la re´mune´ration est F ′T (WT ) ≡ b WT + c (YT )+
s’identiﬁe a` l’asset manager HARA conside´re´ plus haut dans le cas ou` le budget de
risque est maximal (contrainte de non ne´gativite´ de la richesse).
Nous nous plac¸ons a` pre´sent sous les hypothe`ses du mode`le a` deux actifs de
[Black Scholes, 1973] 46. L’univers d’investissement se compose donc des deux
actifs suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la
valeur a` la date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´ par
45. Le parame`tre a s’interpre`te aussi comme un parame`tre de budget de risque. En eﬀet, comme
nous le verrons avec la proprie´te´ qui suit, la taille du pari ”actif” (i.e. le montant investi dans le
portefeuille ”a` risque”) de´pend de sa valeur.
46. On rappelle que dans ce cadre, on fait l’hypothe`se de l’existence d’une seule source de risque
(i.e. N = 1, le nombre d’actifs e´tant N + 1 = 2) ; de plus, on suppose que tous les parame`tres
servant a` de´crire la dynamique du prix des deux actifs ﬁnanciers (un actif sans risque et un actif
risque´) sont suppose´s constants.
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l’expression suivante
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement brow-
nien ge´ome´trique ; son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt+ σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux court
plus une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ− r) et σ sa volatilite´ constante.
Dans ce cadre, le ratio de Sharpe de l’actif risque´ est de´ﬁni par λ ≡ (µ− r) /σ ≡
π/σ, et le poids du portefeuille a` croissance optimal, note´ H , est constant et donne´
par l’expression, h = λ/σ ≡ π/σ2 47 .
Nous en de´duisons les re´sultats de la proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 25.
Sous les deux hypothe`ses suivantes :
(1) L’asset manager a une re´mune´ration donne´e par l’expression suivante :
F
′
T (WT ) ≡ b(a + YT + d (YT )+), avec YT ≡ WT − W 0 et avec W 0 la cible de
richesse ﬁnale de l’investisseur,
avec a ≡ a0/b, le montant de la commission ﬁxe rapporte´ au taux de la commission
sur encours 48,
avec d ≡ c/b, le taux de la commission de sur-performance rapporte´ au taux de
la commission sur encours.
(2) L’asset manager cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale et
a une fonction d’utilite´ CRRA dont l’expression est la suivante :
u(x) = x
1−γ
1−γ avec γ le parame`tre d’aversion au risque de l’asset manager,
ou` γ ∈ ]0; +∞[ \ {1},
Nous avons les re´sultats suivants :
(1) Le proble`me d’investissement conside´re´ par cet asset manager est un cas particulier
du proble`me (P15) et l’expression de la richesse terminale solution du proble`me
47. Sous les hypothe`ses du mode`le de B&S, la dynamique de prix du portefeuille H suit un
mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression est la suivante : dHt/Ht = (r+λ2) dt + λ dZt,
ou de fac¸on e´quivalente : Ht = exp
{
(r + 1
2
λ2) t + λZt
}
.
48. De fac¸on alternative, a s’interpre`te comme le montant de la sous-performance par rapport
a` la richesse cible, W 0, que l’investisseur ne souhaite pas franchir a` la baisse, avec 0 ≤ a ≤ W 0.
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(P15) prend la forme suivante :
Y ∗T ≡ W ∗T −W 0 =
{
1
1+d
{(
1+d
k HT
)1/γ − a} si HT > H∗
(HT /k)
1/γ − a si HT ≤ H∗
avec H∗ 49 de´ﬁnie par l’expression suivante :
H∗ ≡ k
[{
ad
1 + d
}
/
{
1− (1/(1 + d))1−1/γ
1− 1/γ
}]γ
et avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0 E {1/HT}
(2) La valeur a` la date t de la solution optimale du proble`me (P15), note´e Y ∗t , est
donne´e par la formule suivante :
Y ∗t =
yd
1 + d
C(H∗t , (H
∗)1/γ , T − t)− y0P (H∗t , (H∗)1/γ , T − t)
+
1
1 + d
{
yd(H
∗)1/γ − a
}
ZC(T − t)
−
{
(
yd
1 + d
− y0)(H∗)1/γ + da
1 + d
}
B(H∗t , (H
∗)1/γ , T − t)
avec H∗t qui de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, solution du proble`me
de Merton, atteignant la richesse terminale, H
1/γ
T
50, avec yd ≡ ((1 + d)/k)1/γ,
y0 ≡ (1/k)1/γ ,
et ou` C(Zt, X, T − t), (resp. P (Zt, X, T − t), resp. B(Zt, X, T − t)) de´signe la
valeur de l’option d’achat europe´enne, (resp. de l’option de vente europe´enne, resp.
de l’option digitale de vente) de strike X, d’e´che´ance T − t, sur le sous-jacent Zt et
ZC(T − t) la valeur d’une obligation Ze´ro-Coupon d’e´che´ance T − t dans le cadre
du mode`le de Black & Scholes. 51.
(3) Dans le cadre du mode`le de Black & Scholes, l’allocation de la strate´gie dynamique
optimale correspondant au proble`me (P15) est donne´e par l’expression suivante :{
w∗tW ∗t investi (en cash) dans l’A.R.
(1 − w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
49. H∗ est la solution de f(k/H∗) = 0 avec f(x) ≡ g(x)− g(x/(1 + d)) ou`
g(x) ≡ u [I(x)] − x [I(x)− a] et x → I(x) = x−1/γ de´signe la fonction inverse de la fonction
x → u′ (x).
50. Le portefeuille (h∗,H∗) correspond a` une strate´gie dynamique a` investissant un poids
constant de la richesse dans l’actif risque´. L’expression de ce poids est donne´ par l’expression
suivante : h∗ ≡ (1/γ)h avec h ≡ π/ σ 2 ≡ λ/σ qui de´signe le poids constant investi dans l’actif
risque´ du portefeuille nume´raire, H.
De plus son processus de prix suit un mouvement brownien ge´ome´trique dont l’expression
est la suivante : dH∗t /H∗t = (r + λ2/γ) dt + (λ/γ )dZt, ou de fac¸on e´quivalente, H∗t =
H∗0 exp
{
(r + (γ − 1/2) (λ/γ)2)t + (λ/γ)Zt
}
avec H∗0 = e
((1−γ)/γ) (r+λ2/2γ)T .
51. L’expression de C(Zt,X, T − t) est donne´e dans le cadre du mode`le Black & Scholes
par la formule suivante : C(Zt,X, T − t) = ZtN(d1(X)) + Xe−r(T−t)N(d2(X)) avec
d1(X) =
log(
Zt
X
)+(r+
(σ∗)2
2
)(T−t)
(σ∗)
√
T−t d2(X) = d1(X) − σ∗
√
T − t σ∗√T − t ≡√V ar (ln (ZT /Zt)) .
De plus pour Zt ≡ H∗t , on en de´duit de l’expression de H∗t que σ∗ = λ/γ avec λ ≡ π/σ.
Avec les meˆmes notations, on a : P (Zt,X, T − t) = Xe−r(T−t)N(−d2(X)) + ZtN(−d1(X)) et
B(Zt,X, T − t) = e−r(T−t)N(−d2(X)) et ZC(T − t) = e−r(T−t). Les formules d’e´valuation de
ces options dans le cadre d’un mode`le a` N actifs risque´s, N ≥ 2 sont donne´es dans la dernie`re
section du pre´sent chapitre qui ge´ne´ralise les re´sultats expose´s.
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avec w∗tW
∗
t ≡ wBBt + dW
∗
t
dH∗t
(
h
γ
)
H∗t qui est donne´e par la formule suivante
52 :
w∗tW
∗
t =
h
γH
∗
t
(
yd
1+dN
(
d1
(
H∗1/γ
))
+ y0N
(
−d1
(
H∗1/γ
)))
+
{(
yd
1 + d
− y0
)
H∗1/γ +
d
1 + d
a
} he−r(T−t)Φ(d2 (H∗1/γ))
λ
√
T − t
avec N(.), resp. Φ(.), la fonction de re´partition, resp. la fonction de densite´ de la
loi normale et avec d1(X) ≡ ln
(
H∗t
X e −r(T−t)
)
/σ∗ + σ∗ /2 et
d2(X) ≡ d1(X)− σ∗ ou` (σ∗)2 ≡ V ar [ln(HT /Ht)/γ] =
(
λ
γ
)2
× (T − t) et λ ≡ π/σ.
On en de´duit de l’expression de Y ∗T , donne´e dans la proprie´te´ ci dessus, que le pa-
rame`tre d’incitation ﬁnancie`re, d ≡ c/b a pour eﬀet d’augmenter la re´mune´ration
de l’asset manager, Z∗T ≡ b Y ∗T + c Max(Y ∗T ; 0), dans l’e´tat de sur-performance
(HT > H
∗) par rapport a` l’e´tat de sous-performance (dont l’expression correspond
au cas sans incitation ﬁnancie`re).
En eﬀet, on peut e´crire :
Z∗T ≡ b×
{
(1 +
[
(1 + d)1/γ − 1]× 1HT>H∗) (HT /k)1/γ − a}
Finalement, on notera que, sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a` deux : la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du porte-
feuille de Merton, H∗t , et enﬁn, celle de l’actif risque´, Mt
53.
Ceci nous permettra, a` tout instant t, d’exprimer la valeur de la richesse opti-
male en exce`s de celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ; expression qui
nous sera utile pour analyser les proprie´te´s de cette strate´gie optimale.
2.3. Analyse de sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal.
En nous fondant sur un exemple d’application nume´rique dans le cadre du mode`le
de Black & Scholes, nous analysons la sensibilite´ du proﬁl de gain optimal aux va-
riations des parame`tres de re´mune´ration et de risque conside´re´s.
En particulier, nous souhaitons comparer la valeur terminale (”pay-oﬀ”) de la
strate´gie avec prise en compte de frais de gestion variables (cas c > 0) avec celle de
la strate´gie correspondant au cas ou` il n’y a pas d’incitation ﬁnancie`re (cas c = 0) ;
Les valeurs nume´riques utilise´es dans toute la suite de ce chapitre seront les sui-
vantes : r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75%, T = 5, et W 0 ≡ erT = 122% ; ce qui
52. Dans notre cas ou` le benchmark est choisi comme e´tant l’actif mone´taire on a wB ≡ 0
53. En particulier, dans le cadre du mode`le de B&S, on obtient les proprie´te´s de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de
Merton, H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement : on a, Ht = Ψ(t)(Mt)h
avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(µσ−σ2 −λ2 ))t = e(1−h)(r+λ
2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
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donne en particulier λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%.
2.3.1. Sensibilite´ aux variations du taux des frais de gestion variables c.
Sur la ﬁgure (Fig.1), nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux de
commission de sur-performance, note´ c, la valeur ﬁnale du portefeuille ge´re´ en exce`s
de celle du benchmark en fonction de la valeur ﬁnale de l’actif risque´ sous-jacent,
note´e MT .
La ﬁgure (Fig.2) montre, toujours pour les meˆmes valeurs du taux de commission
de sur-performance, note´ c, la valeur ﬁnale de la re´mune´ration de l’asset manager
(en exce`s de la re´mune´ration correspondant a` une gestion passive) en fonction de
la valeur de l’actif risque´ sous-jacent, note´e MT .
Enﬁn, sur la ﬁgure (Fig.3) ci-dessous, on peut observer la courbe de l’exce´dent de
richesse ﬁnale obtenue par l’investisseur par rapport a` une gestion passive, toujours
en fonction de la valeur de l’actif risque´ sous-jacent, note´e MT , et pour diﬀe´rentes
valeurs du taux de commission de sur-performance, note´ c.
D’une part, ces ﬁgures illustrent la discontinuite´ du proﬁl optimal de richesse ﬁnale
du portefeuille (cf. Fig.1) et de l’asset manager (cf. Fig.2) en pre´sence d’incitation
ﬁnancie`re : proﬁl de gain qui ressemble au ”pay-oﬀ” d’une option binaire. On re-
marquera que le saut de valeur diminue en meˆme temps que le niveau du taux des
frais de gestion variables, c, baisse. A la limite, pour c = 0, on obtient le cas de la
strate´gie optimale sans incitation ﬁnancie`re dont le pay-oﬀ est continu.
D’autre part on peut distinguer sur la ﬁgure (Fig.1) trois zones ou` l’incitation
ﬁnancie`re a un eﬀet diﬀe´rent sur le comportement de l’asset manager :
– pour les valeurs de MT en dessous d’un seuil, que l’on notera M
∗ 54, il se pro-
duit une sous-performance par rapport a` la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re
(courbe rouge), qui est d’autant plus importante que le niveau du taux de com-
mission variable, c, est e´leve´ (proﬁl de moins en moins convexe dans cette zone).
– pour les valeurs de MT dans un intervalle de valeurs me´dianes-hautes du
sous-jacent (au-dessus du seuil M∗), nous observons une sur-performance par
rapport a` la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge), qui est d’autant
plus importante que le niveau du taux de commission variable, c, est e´leve´. De
plus on observe une discontinuite´ par rapport a` la zone de sous-performance ; ceci
traduit la prise en compte par l’asset manager d’un niveau de budget de perte
plus faible dans la zone de sur-performance que dans la zone de sous-performance.
– pour les valeurs de MT les plus e´leve´es (sce´narios de marche´ les plus favo-
rables), on constate une sous-performance par rapport a` la strate´gie sans incita-
tion ﬁnancie`re (courbe rouge). Celle-ci traduit un proﬁl convexe moins fort pour
la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re que pour la strate´gie de re´fe´rence sans in-
citation ﬁnancie`re.
54. Sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes, l’expression de M∗ se de´duit de celle
de H∗ par la fonction de correspondante bi-univoque e´nonce´e ci-dessus qui lie la valeur de Mt a`
celle de Ht.
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Finalement, on notera, comme illustre´ sur la ﬁgure (Fig.2), que la re´mune´ration,
perc¸ue par l’asset manager avec incitation est, en cas de sur-performance, beaucoup
plus importante que celle du ge´rant sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge). De
plus, cet exce´dent de re´mune´ration, perc¸u en cas de sur-performance, compense
largement le manque a` gagner dans la zone de sous-performance.
Figure 1. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau des frais de
gestion variables c
Figure 2. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse de l’asset manager - eﬀet du niveau de taux
des frais de gestion variables c
A titre comple´mentaire, nous avons analyse´ la sensibilite´ de la valeur du ”strike”,
note´ M∗, aux variations du niveau de frais de gestion variables c. On rappelle que
M∗ est de´ﬁni comme le seuil limite des valeurs du sous-jacent qui se´pare l’e´tat de
sous-performance par rapport au benchmark de l’e´tat de sur-performance.
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Figure 3. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse de l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau de
taux des frais de gestion variables c
Nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.4) ci-dessous la courbe de la valeur de
M∗ en fonction de celle du taux de commission variable, c, pour diﬀe´rentes valeurs
du parame`tre d’aversion au risque γ. On observe sur cette ﬁgure que, pour un ni-
veau suﬃsamment e´leve´ du parame`tre d’aversion au risque (γ > 50% dans notre
cas), la valeur du strike M∗ est une fonction de´croissante du taux de la commission
variable, note´ c.
Figure 4. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
valeurs du ”Strike” M∗ en fonction du niveau du taux des frais de
gestion variables c pour diﬀe´rents niveaux du parame`tre d’aversion
au risque γ
Autrement dit, quand le parame`tre, c, augmente, l’intervalle de valeurs les plus
e´leve´es de MT , ou` se produit une sur-performance par rapport au benchmark
s’e´tend vers des valeurs plus basses de l’actif risque´, au de´triment de la zone de
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sous-performance.
Ceci est ﬁnancie`rement positif pour l’asset manager puisque le manque a` gagner
en cas de sous-performance est beaucoup plus faible que le gain en cas de sur-
performance (cf.(Fig.2)). En revanche, ce n’est pas le cas pour le portefeuille de
l’investisseur (cf. (Fig.3)).
2.3.2. Sensibilite´ aux variations des autres parame`tres : b, γ et a.
Sur les ﬁgures (Fig.5), (Fig.6) et (Fig.7) ci-dessous, nous avons repre´sente´, pour
diﬀe´rentes valeurs des parame`tres du mode`le, b, γ et a, la valeur ﬁnale du porte-
feuille optimal en fonction de celle de l’actif risque´.
Ces trois ﬁgures illustrent l’eﬀet du changement de valeur de chacun de ces trois pa-
rame`tres sur le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager recevant une incitation
ﬁnancie`re. Le niveau de risque est une fonction croissante de la valeur de chacun
de ces parame`tres (i.e. 1/b, 1/γ et a).
(1) Eﬀet du changement de valeur du taux de la commission sur encours b :
Le niveau de risque de la strate´gie optimale augmente quand la valeur
du taux des frais de gestion sur encours, b, diminue. En eﬀet, le montant
de la perte en cas de sce´narios de marche´ de´favorables, le gain pour les
valeurs e´leve´es du sous-jacent, et la hauteur du saut de richesse au niveau
du seuil H∗, augmentent quand la valeur du parame`tre b diminue.
(2) Eﬀet du changement de valeur du parame`tre d’aversion au risque γ :
Quand la valeur du parame`tre d’aversion au risque, γ, diminue, la zone de
sous-performance s’e´tend a` des valeurs e´leve´es du sous-jacent, l’amplitude
de la sous-performance augmente, et enﬁn l’eﬀet de convexite´ dans la zone
de sur-performance est plus marque´.
(3) Eﬀet du changement de valeur du niveau de budget de risque a :
Quand la valeur du budget de risque, a, augmente, l’amplitude de la sous-
performance, resp. de la sur-performance, augmente dans la zone de va-
leurs basses, resp. de valeurs e´leve´es du sous-jacent. Notons e´galement que
le niveau du strikeM∗ est inde´pendant du choix de la valeur du parame`tre
a.
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Figure 5. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de frais de
gestion sur encours b.
Figure 6. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion au
risque γ.
2.4. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
Nous analysons a` pre´sent la sensibilite´ de l’allocation dynamique optimale aux
variations des parame`tres de re´mune´ration et de risque du mode`le conside´re´. Nous
souhaitons en particulier comparer l’allocation dynamique mise en place par l’asset
manager recevant des frais de gestion variables (c > 0) avec celle du ge´rant ne
recevant que des frais de gestion ﬁxes sur encours (cas sans incitation ﬁnancie`re
correspondant a` c = 0). Nous e´tudierons e´galement l’eﬀet de l’horizon d’investisse-
ment sur la valeur ﬁnale du portefeuille optimal.
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Figure 7. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de budget de
risque a.
Nous avons illustre´ sur les huit ﬁgures ci dessous l’eﬀet du changement des pa-
rame`tres conside´re´s (taux de commission, budget de risque et niveau d’aversion au
risque) sur la strate´gie dynamique optimale.
Sont repre´sente´s, pour plusieurs valeurs de chacun des parame`tres conside´re´s, la
richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗) et l’exposition a` l’actif
risque´ correspondante (note´e Pt
∗), en fonction de la valeur de l’actif risque´.
(1) Eﬀet du changement de valeur du taux des frais de gestion variables c :
La ﬁgure (Fig.8) illustre l’eﬀet de la hausse du taux des frais de gestion
variables, c, sur la performance interme´diaire de la strate´gie optimale :
– dans la zone de valeurs me´dianes du sous-jacent, cela se traduit par une
sur-performance par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re (courbe
rouge), d’autant plus importante que la valeur de c est e´leve´e,
– dans les zones de valeurs basses et e´leve´es du sous-jacent, la strate´gie
avec incitation (c > 0) sous-performe la strate´gie sans incitation ﬁ-
nancie`re (courbe rouge, avec c = 0).
En paralle`le, on observe une sur-exposition a` l’actif risque´, par rapport au
cas sans incitation ﬁnancie`re, dans une zone de valeurs me´dianes de l’actif
risque´ (cf. (Fig.9)).
A l’oppose´, il y a sous-exposition relativement a` la strate´gie sans inci-
tation ﬁnancie`re dans les zones de valeurs basses et hautes de l’actif risque´.
Enﬁn, l’amplitude de ces e´carts d’exposition par rapport a` la strate´gie
de re´fe´rence (cas sans incitation ﬁnancie`re) croˆıt avec la valeur des frais
de gestion variables, c.
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(2) Eﬀet du changement de valeur du taux des frais de gestion sur encours, b,
et du parame`tre de budget de risque a :
La baisse de valeur du taux des frais de gestion sur encours, b, augmente le
montant de perte dans l’e´tat de sous-performance et accentue la concavite´
de la courbe de richesse dans l’e´tat des richesses me´dianes (cf. (Fig.10)).
D’autre part, le pic d’exposition a` l’actif risque´, qui se produit dans une
zone de valeurs me´dianes, augmente en amplitude (en absolu mais aussi
par rapport aux cas sans incitation ﬁnancie`re 55), quand le niveau du taux
des frais de gestion sur encours, b, diminue (cf. (Fig.11)).
L’eﬀet d’une hausse du parame`tre de budget de risque, a (voir les ﬁgures
(Fig.12) et (Fig.13) 56), est similaire a` celui d’une baisse du taux ﬁxe de
la commission sur encours, b.
Dans le cas particulier ou` a = W 0, on retrouve la structure de frais
analyse´e par [Hodder Jackwerth, 2006] 57. Celle-ci correspond, avec
notre mode`le de frais au choix particulier d’une fonction d’utilite´ CRRA
pour l’asset manager (i.e. contrainte implicite de non-ne´gativite´ de la
re´mune´ration).
Comme le montre la ﬁgure (Fig.13), l’allocation dynamique optimale s’iden-
tiﬁe, dans une zone de valeurs basses du sous-jacent, a` celle du portefeuille
de Merton, a` poids constant (h∗ = 200% dans notre exemple d’application
nume´rique).
(3) Eﬀet du changement de valeur du parame`tre d’aversion au risque γ :
La ﬁgure (Fig.14) montre que, plus la valeur du parame`tre d’aversion
au risque, γ, diminue, plus la zone de sous-performance s’e´tend vers des
valeurs e´leve´es du sous-jacent, et plus le niveau de sous-performance aug-
mente.
D’autre part, quand l’aversion au risque de l’asset manager augmente,
l’eﬀet de concavite´ dans la zone des valeurs me´dianes de l’actif risque´
augmente tandis que l’eﬀet de convexite´ dans la zone des valeurs e´leve´es
diminue.
La ﬁgure (Fig.15) fait apparaˆıtre une zone me´diane ou` se produit un pic de
sur-exposition a` l’actif risque´. On remarque que la valeur de l’actif risque´
ou` se produit ce pic d’exposition de´croˆıt avec la valeur du parame`tre γ.
De plus, l’amplitude de ce pic est e´galement une fonction de´croissante de
la valeur du parame`tre γ.
55. Par souci de lisibilite´ du graphique, seul le cas de l’asset manager sans incitation ﬁnancie`re
avec c = 0% et b = 5% (courbe rouge) est repre´sente´.
56. Ou, ce qui revient au meˆme, de la commission ﬁxe a× b (avec b ﬁxe´).
57. [Hodder Jackwerth, 2006] re´solvent nume´riquement le meˆme proble`me que celui
conside´re´ dans cette section en supposant de plus que l’asset manager est CRRA.
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Ainsi, dans un intervalle de valeurs basses a` me´dianes de l’actif risque´,
l’allocation dynamique optimale n’est pas conforme a` la re`gle de ”bon
sens” (”Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risque´ crois-
sante en fonction du niveau de tole´rance au risque.
Figure 8. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
taux des frais de gestion variables c avec t = 4.
Figure 9. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de taux des
frais de gestion variables c avec t = 4.
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Figure 10. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
frais de gestion ﬁxe sur encours b avec t = 4.
Figure 11. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de frais de
gestion ﬁxe sur encours b avec t = 4.
2. ASSET MANAGER HARA AVEC FRAIS DE GESTION VARIABLES 173
Figure 12. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du budget de
risque a avec t = 4 .
Figure 13. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du budget de risque a
avec t = 4.
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Figure 14. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau
d’aversion au risque γ avec t = 4.
Figure 15. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau d’aversion au
risque γ avec t = 4.
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L’eﬀet de l’horizon d’investissement, T − t, sur le proﬁl de gain de l’asset mana-
ger recevant une incitation ﬁnancie`re est repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.16) (exce´dent
de richesse) et la ﬁgure (Fig.17) (exposition a` l’actif risque´).
Comme le montre la ﬁgure (Fig.16), l’allocation temporelle est contraire a` la re`gle
de ”bon sens” (”Conventional Wisdom”) d’une allocation en actif risque´ croissante
en fonction du temps restant a` courir. Ceci e´tant duˆ au proﬁl optionnel binaire de
la strate´gie optimale qui traduit la discontinuite´ de l’expression entre les deux e´tats
de sur et de sous-performance par rapport au benchmark.
Figure 16. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
sans bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du temps
restant a` maturite´ T − t.
Figure 17. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
sans bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du temps restant a`
maturite´ T − t.
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2.5. Conclusion de la section.
Dans cette seconde section, nous avons re´solu le proble`me d’investissement de l’as-
set manager HARA, cherchant a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration
ﬁnale, nous plac¸ant sous les hypothe`ses suivantes :
– Hypothe`se de ”benchmark ﬁxe” : l’asset manager doit prendre en compte
une contrainte implicite de sous-performance ou de sur-performance par rapport
a` une cible ﬁxe de richesse ﬁnale ; sa valeur est inte´gre´e a` l’expression de la fonc-
tion d’utilite´ HARA conside´re´e.
– Forme de re´mune´ration avec incitation ﬁnancie`re, la plus courante en pra-
tique : celle-ci comprend, d’une part, des frais de gestion sur encours et, d’autre
part, des frais de gestion variables, re´compensant l’asset manager en cas sur-
performance par rapport au niveau cible de richesse ﬁnale.
2.5.1. Analyse de l’expression de la richesse terminale optimale.
Le ”pay-oﬀ” optimal pour l’asset manager 58 pre´sente les caracte´ristiques suivantes :
(1) le proﬁl de gain optimal est discontinu et asyme´trique
Le ”pay-oﬀ” de la strate´gie optimale ressemble a` celui d’une option bi-
naire. L’expression de la richesse ﬁnale, qui est fonction de la valeur du
portefeuille a` croissance optimale ou logarithmique, exhibe un saut de
richesse au niveau d’un point ”central” de valeur de ce portefeuille sous-
jacent.
La strate´gie optimale enregistre, pour les valeurs du portefeuille sous-
jacent situe´es en dessous (resp. au-dessus) de ce niveau central, une sous-
performance (resp. une sur-performance) par rapport a` la cible de richesse
ﬁnale.
L’expression de la richesse ﬁnale optimale est asyme´trique autour du point
central. La diﬀe´rence d’expression entre la zone de sur-performance et la
zone de sous-performance est d’autant plus prononce´e que le niveau d’in-
citation ﬁnancie`re, mesure´ par le ratio entre le taux des frais de gestion
variables et le taux de frais de gestion sur encours, est e´leve´.
(2) il existe un conﬂit d’inte´reˆt entre le ge´rant et l’investisseur
L’analyse de l’expression de la re´mune´ration ﬁnale optimale pour l’as-
set manager montre que l’existence d’une incitation ﬁnancie`re l’ame`ne a`
favoriser sa propre re´mune´ration au de´triment de la celle de l’investisseur.
En eﬀet, la comparaison avec le cas sans incitation ﬁnancie`re montre que
58. dont l’expression est fournie dans le the´ore`me 4
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l’asset manager recevant des frais de gestion variables cherche a` augmen-
ter son gain en cas de sur-performance (zone ou` il rec¸oit une re´mune´ration
supple´mentaire du fait de sa sur-performance).
L’intensite´ de ce ”conﬂit d’inte´reˆt” augmente avec le niveau d’incitation
ﬁnancie`re oﬀerte (i.e. avec le ratio entre le taux des frais de gestion va-
riables et celui des frais de gestion sur encours).
2.5.2. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
Dans un second temps, nous nous sommes place´s sous les hypothe`ses restrictives
du mode`le de B&S et avons conside´re´ le cas particulier de l’asset manager HARA
ayant une fonction d’utilite´ puissance avec contrainte implicite de protection (proﬁl
convexe) 59.
L’analyse du proﬁl de gain optimal et de la strate´gie dynamique de re´plication
a fait ressortir les principaux re´sultats suivants :
(1) Proﬁl de gain optimal asyme´trique favorable a` l’asset manager :
Pour l’asset manager recevant des frais de gestion variables, la sous-
performance ﬁnale subie par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re,
en cas de sce´narios de marche´ de´favorables, est beaucoup plus faible que
la sur-performance perc¸ue en cas de sce´narios favorables.
Ce n’est pas le cas du proﬁl optimal de richesse du portefeuille ge´re´ qui
peut subir une sous-performance par rapport au portefeuille de l’asset
manager sans incitation ﬁnancie`re (dans les e´tats des richesses basses et
e´leve´es) qui est de meˆme amplitude que la sous-performance observe´e dans
l’e´tat des richesses me´dianes.
(2) Courbe d’exposition a` l’actif risque´ en forme de ”cloche” asyme´trique :
Quelque soit la valeur conside´re´e des parame`tres de re´mune´ration et de
risque, le proﬁl d’exposition a` l’actif risque´ prend la forme d’une ”cloche”
asyme´trique avec un niveau maximal atteint dans un intervalle de valeurs
me´dianes du sous-jacent (intervalle ou` se produit le saut de richesse).
(3) Sur-exposition a` l’actif risque´ par rapport a` la strate´gie sans incitation
e´galement en forme de ”cloche” asyme´trique :
La valeur centrale de l’actif risque´ ou` se produit le pic d’exposition a`
l’actif risque´ est e´galement celle ou` a lieu le pic de sur-exposition par rap-
port au cas sans incitation ﬁnancie`re.
59. On peut conside´rer de fac¸on e´quivalente, que l’asset manager est CRRA (seuil de richesse
minimale e´gal a` ze´ro) et que sa re´mune´ration comprend e´galement une commission incitative
syme´trique ; il s’agit de la forme ge´ne´rale donne´e par l’e´quation 1.1 de la section 1.2 sous l’hy-
pothe`se supple´mentaire d’un benchmark ﬁxe.
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Il y a sur-exposition a` l’actif risque´ par rapport a` la strate´gie sans in-
citation ﬁnancie`re dans une zone de valeurs me´dianes de l’actif risque´
(correspondant a` la zone ou` se produit le saut de richesse).
A l’oppose´, on observe une sous-exposition par rapport a` la la strate´gie
sans incitation ﬁnancie`re pour les niveaux les plus e´leve´s de l’actif risque´ 60.
Enﬁn, dans un intervalle de valeurs basses du sous-jacent, l’exposition
a` l’actif risque´ est infe´rieure ou e´gale a` celle observe´e dans le cas sans
incitation ﬁnancie`re 61.
(4) Niveau de risque global de la strate´gie dynamique fonction croissante du
degre´ d’incitation ﬁnancie`re :
Toute chose restant e´gal par ailleurs, le montant de la perte subie en
cas de sce´nario de´favorable et le niveau global d’exposition a` l’actif risque´
augmente avec la valeur du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re (i.e. mesure´
par le ratio du taux des frais de gestion variables sur celui des frais de
gestion sur encours).
De plus, le risque lie´ au ”conﬂit d’inte´reˆt” progresse avec le degre´ d’incita-
tion ﬁnancie`re. En particulier, la sur-exposition a` l’actif risque´ par rapport
a` la strate´gie de re´fe´rence, de l’asset manager ne recevant pas d’incitation
ﬁnancie`re, est une fonction croissante de la valeur du parame`tre d’incita-
tion ﬁnancie`re.
(5) ”Sur-re´action” de l’asset manager fonction croissante du niveau de risque
et fonction de´croissante de l’horizon d’investissement :
Toute chose restant e´gal par ailleurs, la ”sur-re´action” de l’asset mana-
ger, par rapport a` la strate´gie sans incitation, dans l’e´tat des richesses
me´dianes, augmente quand le niveau de risque conside´re´ augmente et
quand l’horizon d’investissement diminue.
En particulier, l’amplitude du pic d’exposition / sur-exposition a` l’ac-
tif risque´ qui se produit dans la zone de valeurs me´dianes de l’actif risque´,
– est une fonction croissante du niveau de risque conside´re´ : elle sera d’au-
tant plus e´leve´e que le seuil de richesse minimale est bas, et/ou que le
coeﬃcient d’aversion au risque est bas,
60. correspondant aux niveaux les plus e´leve´s de richesse ﬁnale.
61. Dans cette zone correspondant aux niveaux de richesse ﬁnale les plus faibles, l’exposition
a` l’actif risque´ :
– est infe´rieure a` celle de la strate´gie sans incitation dans le cas ou l’asset manager HARA
doit prendre en compte une contrainte d’assurance de portefeuille strictement positive,
– est identique a` celle de la strate´gie sans incitation dans le cas ou` l’asset manager est CRRA
(i.e. contrainte implicite de non ne´gativite´ de la richesse ﬁnale).
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– est une fonction de´croissante du temps restant jusqu’a` maturite´ : plus
l’horizon d’investissement est proche, plus elle sera e´leve´e.
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3. Asset manager CRRA be´ne´ﬁciant d’un bonus contractuel
L’objectif de cette section est d’e´tendre les re´sultats de la seconde section en
conside´rant une forme de re´mune´ration plus ge´ne´rale. Nous nous plac¸ons a` nou-
veau sous les hypothe`ses qui sont de´crites dans la premie`re section et supposons
que le benchmark de l’investisseur est ﬁxe (i.e. cible de richesse ﬁnale ﬁxe).
Dans la section pre´ce´dente, nous avons e´tudie´ les proprie´te´s de la strate´gie dy-
namique optimale pour l’asset manager CRRA (proﬁl de richesse convexe), maxi-
misant l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration, et qui rec¸oit, en guise d’incitation ﬁ-
nancie`re, des frais de gestion de sur-performance.
Nous allons a` pre´sent comple´ter cette analyse en conside´rant le proble`me d’in-
vestissement de l’asset manager CRRA be´ne´ﬁciant, en plus de frais de gestion de
sur-performance, d’un montant de bonus verse´ en cas de sur-performance (incita-
tion asyme´trique binaire).
Apre`s avoir explicite´ l’expression de la richesse terminale optimale, nous e´tudions,
sous les hypothe`ses restrictives du mode`le de B&S, l’eﬀet du changement de va-
leur du montant de bonus de sur-performance et des autres parame`tres du mode`le
conside´re´ sur la strate´gie dynamique suivie par l’asset manager.
3.1. Expression du proble`me d’investissement conside´re´.
Nous nous plac¸ons toujours sous les hypothe`ses ge´ne´rales qui sont celles de´crites
dans la section 1 du pre´sent chapitre :
Dans le cadre d’une de´le´gation de gestion, nous supposons que,
– l’asset manager rec¸oit une re´mune´ration a` un horizon d’investissement ﬁxe´
en accord avec l’investisseur, note´ T, donne´e par l’e´quation (1.1) de la section
1.1 :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + b∗ YT + η∗ WT × 1YT≥0 + c∗ max (YT , 0)
avec les meˆmes notations et hypothe`ses que dans la section 1.1
– l’asset manager cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ; ses
pre´fe´rences d’investissement sont de´crites par une fonction d’utilite´ HARA dont
l’expression ge´ne´rale est celle donne´e par l’e´quation (1.2) de la section 1.2 :
v(x, x0T ) ≡ C11−γ
{
x−x0T
γ
}1−γ
+ C2
avec x ≡ FT (WT ) et x0T ≡ (1−θ)×FT (W 0) la valeur du plancher de re´mune´ration,
les autres parame`tres e´tant de´ﬁnis comme dans la section 1.
De plus, nous faisons les deux hypothe`ses supple´mentaires suivantes :
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D’une part, nous nous restreignons au cas particulier ou` le benchmark s’identi-
ﬁe a` un objectif de performance ﬁxe 62 :
BT ≡ W 0 ≤ 1/E {1/HT} ≡ 1/ZC(T ) ou` ZC(T ) de´signe la valeur de l’obligation
Ze´ro-Coupon d’e´che´ance T 63.
Sous cette hypothe`se, nous pouvons reformuler l’expression de la re´mune´ration de
l’asset manager donne´e par l’e´quation (1.1) de la section 1.1 de la fac¸on suivante :
FT (WT ) ≡ a0 + bYT +
(
η0 + c YT
)× 1YT≥0 (3.1)
avec YT ≡ WT −W 0 qui de´signe l’e´cart entre la valeur ﬁnale du portefeuille ge´re´
et la richesse ﬁnale cible de l’investisseur et avec les notations suivantes :
b ≡ a∗ + b∗: le taux des frais de gestion syme´triques, avec 0 < b < 1,
a0 ≡ a∗ ×W 0: le montant d’une commission de gestion ﬁxe, avec 0 ≤ a∗ ≤ b,
c ≡ c∗ + η∗: le taux des frais de sur-performance, avec 0 ≤ c < 1− b,
η0 ≡ η∗ ×W 0: le montant d’un bonus contractuel qui est verse´ a` l’asset ma-
nager en cas de sur-performance, avec 0 ≤ η∗ < 1− a∗.
D’autre part, nous conside´rons le cas particulier ou` la fonction d’utilite´ de l’asset
manager admet la forme suivante : v(x, x0) ≡ u(x− x0)
avec u(z) ≡ z1−γ1−γ , ou` γ de´signe le niveau d’aversion au risque de l’asset mana-
ger, avec γ ∈ ]0; +∞[ \ {1},
et avec les meˆmes notations que celles introduites dans la section 1 du pre´sent
chapitre :
x ≡ FT (WT ) de´signe l’expression de la re´mune´ration de l’asset manager,
x0 ≡ (1−θ)×FT (W 0) ≡ (1−α0)×bW 0 64 est l’expression du seuil de re´mune´ration
minimum avec W 0, la cible de richesse ﬁnale de l’investisseur, ou` on a pose´
α0 ≡ 1− α(1 − θ) avec 0 ≤ α0 ≤ 1.
Finalement on suppose, sans perte de ge´ne´ralite´, que α0 = 1 ou de fac¸on e´quivalente
que x0 = 0 (contrainte de non ne´gativite´ de la re´mune´ration), ce qui signiﬁe que
l’asset manager est CRRA et sa fonction d’utilite´ donne´e par : v(x, 0) ≡ u(x)
62. Le cas d’un benchmark stochastique sera traite´ dans la dernie`re section de ce chapitre.
63. Hypothe`se faite sans perte de ge´ne´ralite´ qui permet de conserver une simplicite´ d’e´criture
dans l’e´nonce´ de notre proble`me.
Cette hypothe`se revient a` ne conside´rer que les niveaux de richesse ﬁnale atteignables par une
strate´gie admissible de montant d’investissement initial infe´rieur ou e´gal a` un (i.e. strate´gie d’as-
surance de portefeuille avec cible de protection du capital).
Dans le cas contraire (strate´gie avec cible de sur-performance par rapport a` l’obligation Ze´ro-
Coupon, actif sans risque a` l’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple change-
ment de variables, se ramener au cas ou` la richesse cible est exactement e´gale a` la performance de
l’actif Ze´ro-Coupon.
64. expression obtenue en remarquant que FT (W
0) = a0 ≡ a∗ × W 0 ≡ αbW 0 et en posant
(1− α0) ≡ α(1 − θ) .
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On ve´riﬁe facilement que sous nos hypothe`ses, on a 0 ≤ F (WT ) < WT et
WT > W
0 − a0/b > 0 ; autrement dit, le choix de parame`tres respectant les
contraintes conside´re´es garantit que :
– le montant de la re´mune´ration du ge´rant et la valeur du portefeuille ge´re´ ne
peuvent eˆtre ne´gatives ; plus pre´cise´ment la valeur ﬁnale du portefeuille ne peut
eˆtre infe´rieure au seuil de richesse minimale implicite tole´re´e par l’investisseur,
i.e. WT ≥ W 0 − a0/b > 0,
– le montant ﬁnal de la re´mune´ration du ge´rant ne peut exce´der la valeur ﬁnale
du portefeuille.
Remarquons aussi que, dans le cas particulier ou` a0 − bW 0 = η0 = c = 0, l’expres-
sion de l’e´quation (3.1) se re´duit a` FT (WT ) = bWT ; autrement dit, la re´mune´ration
de l’asset manager qui ne rec¸oit aucune incitation ﬁnancie`re a` la sur-performance
est proportionnelle a` la valeur du portefeuille ge´re´ et son proble`me d’optimisation
s’identiﬁe au proble`me d’investissement de Merton.
Compte tenu de l’expression de la re´mune´ration conside´re´e ci-dessus, on en de´duit
par un simple changement de variable (en posant z ≡ x−a0), que la fonction d’uti-
lite´ de l’asset manager peut aussi se re´-e´crire sous une forme HARA avec seuil de
re´mune´ration minimum de niveau −a0 65 :
w(z) ≡ u(z + a)
avec z ≡ ZT ≡ FT (WT ) − FT (W 0) ≡ b YT + (η + cYT ) × 1YT≥0 ou` ZT repre´sente
l’exce´dent de re´mune´ration par rapport au niveau central de re´mune´ration et
YT ≡ WT −W 0 l’e´cart de richesse ﬁnale entre le portefeuille et le benchmark.
Enﬁn, il parait utile de pre´ciser que les hypothe`ses de re´mune´ration et de pre´fe´rences
d’investissement que nous faisons dans cette section peuvent se reformuler des deux
autres manie`res suivantes :
(1) Premie`re formulation e´quivalente : forme de fonction d’utilite´ HARA iden-
tique a` celle conside´re´e dans la seconde section
On suppose que l’asset manager ne rec¸oit pas de commission d’incita-
tion ﬁnancie`re syme´trique ; sa re´mune´ration prend la forme suivante :
F
′
T (WT ) ≡ bWT +
(
η0 + cYT
)× 1YT≥0.
De plus, on conside`re que l’asset manager doit prendre en compte dans ses
pre´fe´rences une contrainte implicite de protection : sa fonction d’utilite´, de
type HARA, est donne´e par l’expression suivante 66 : v
′
(x, x0) ≡ u(x−x0)
avec x ≡ F ′T (WT ) et x0 ≡ (1 − α0) × F
′
T (W
0) ≡ bW 0 − a0 ≥ 0 qui
65. Il s’agit de l’expression de la fonction d’utilite´ HARA donne´e par l’e´quation (2.1) dans le
cas particulier ou` C2 = 0, C1 ≡ γ1−γ et a ≡ A×γ ; celle-ci correspond a` un proﬁl de gain convexe
(γ > 0 et C1 > 0) avec contrainte implicite de perte maximum e´gale a` −a0.
66. qui est celle de l’exemple de fonction d’utilite´ HARA conside´re´e dans la seconde section
pour l’analyse des proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale,.
3. ASSET MANAGER CRRA BE´NE´FICIANT D’UN BONUS CONTRACTUEL 183
repre´sente le seuil de re´mune´ration minimale 67 .
Il est facile de voir que cet asset manager re´sout le meˆme proble`me d’in-
vestissement que l’asset manager CRRA recevant une commission d’in-
citation ﬁnancie`re syme´trique (i.e dont la re´mune´ration est donne´e par
x ≡ F (WT ) et la fonction d’utilite´ s’e´crit u(x)) que nous avons conside´re´
ci-dessus 68.
Ce re´sultat s’interpre`te de la fac¸on suivante : il est e´quivalent de prendre
en compte une composante d’incitation syme´trique dans l’expression de
la re´mune´ration du ge´rant ou de conside´rer l’existence d’une contrainte
implicite de protection inte´gre´e a` l’expression de sa fonction d’utilite´.
(2) Seconde formulation e´quivalente : hypothe`se de re´mune´ration identique a`
celle de la seconde section :
Une autre alternative, est de conside´rer que la re´mune´ration de l’asset
manager est donne´e par l’expression suivante :
F
′
T (WT ) ≡ bWT + cYT × 1YT≥0 69,
avec YT ≡ WT − W 0 l’e´cart entre la valeur du portefeuille ge´re´ et le
seuil de richesse cible.
De plus, on conside`re que l’asset manager prend en compte dans ses
pre´fe´rences une contrainte implicite de protection ainsi qu’un parame`tre
de budget de risque asyme´trique par rapport a` la valeur du seuil de ri-
chesse cible, note´e W 0.
Le niveau du budget de risque utilise´ par l’asset manager est suppose´
eˆtre plus e´leve´ pour les valeurs ﬁnales de richesse supe´rieures a` celle de la
cible de l’investisseur, que pour les valeurs de richesse infe´rieures.
Ainsi, nous supposons que sa fonction d’utilite´, note´e w
′
(z), est une fonc-
tion d’utilite´ ”HARA par morceaux” donne´e par l’expression suivante :
w
′
(z) = u
{
z + a0 × 1z<0 +
(
a0 + η0
)× 1z≥0}
avec u(x) ≡ x1−γ1−γ la fonction d’utilite´ isoe´lastique, ou` on suppose que
γ ∈ ]0; +∞[ \ {1},
avec z ≡ F ′T (WT )−F
′
T (W
0) ≡ bYT+cYT×1YT≥0 l’exce´dent de re´mune´ration
du ge´rant par rapport au niveau central de re´mune´ration,
67. Il s’agit d’une contrainte implicite de ”benchmarking”, i.e. hypothe`se d’aversion a` la sous-
performance par rapport a` un benchmark ﬁxe. Pour plus de de´tail sur cette interpre´tation voir la
section 1.
68. En eﬀet, on a u(FT (WT )) = u
{
F
′
T (WT )− (b W 0 − a0)
}
et par conse´quent, on en de´duit
que u(FT (WT )) = v
′ (
x ≡ F ′T (WT ), x0 ≡ (1− α0)× F
′
T (W
0) ≡ b W 0 − a0
)
.
69. Il s’agit de la forme de re´mune´ration conside´re´e dans la seconde section : elle correspond au
cas ou` le ge´rant ne rec¸oit ni commission incitative syme´trique ni bonus de sur-performance. Son
expression est fournie par l’e´quation 3.1 dans le cas particulier ou` a0 = b W 0 et η0 ≡ 0.
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et avec a0 (respectivement a0+η0) qui de´signe, a` la valeur du parame`tre b
pre`s, le niveau de budget de risque utilise´ par l’asset manager pour de´ﬁnir
la taille du ”pari actif” dans la zone de sous-performance (respectivement
dans la zone de sur-performance) 70.
Par conse´quent, cet asset manager HARA dont le niveau de budget de
risque est plus e´le´ve´e en situation de sur-performance qu’en cas de sous-
performance et qui, par ailleurs, ne rec¸oit ni commission incitative syme´trique
ni bonus cherche a` re´soudre le meˆme proble`me d’investissement que l’asset
manager CRRA que nous conside´rons, qui lui rec¸oit a` la fois une commis-
sion syme´trique d’incitation ﬁnancie`re et un bonus de sur-performance 71.
En particulier, la prise en compte d’un budget de risque asyme´trique
ou le paiement d’un bonus en cas de sur-performance sont deux notions
e´quivalentes et interchangeables : plus le montant de bonus, verse´ en cas
de sur-performance, est e´leve´ plus le budget de risque conside´re´ implicite-
ment l’est e´galement, et re´ciproquement.
Finalement, dans un souci de simplicite´ d’e´criture, et sans perte de ge´ne´ralite´ 72, on
conside`re l’expression suivante de la re´mune´ration du ge´rant :
F
′
(YT ) ≡ F (WT )/b ≡ a+ YT + (η + dYT )× 1YT≥0
ou` on a pose´ a ≡ a0/b ≡ a∗ W 0/b, η ≡ η0/b ≡ η∗ W 0/b et d/b.
Le proble`me d’investissement est le suivant :
Proble`me 16.
(P16)
{
max
YT∈ L2(P )
E {u(a+ YT + (η + dYT ) 1YT≥0)}
s.a. E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT}
ou`
YT ≡ WT −W 0: e´cart entre la valeur ﬁnale du portefeuille, WT , et la cible de richesse
de l’investisseur, W 0, avec 0 ≤ W 0 ≤ 1/E {1/HT},
u(.): fonction d’utilite´ CRRA de l’asset manager
a ≡ a0/b: rapport entre le montant de la commission ﬁxe et le taux des frais de gestion
sur encours, avec 0 ≤ a ≤ W 0,
70. Ce qui revient a` supposer que le budget de risque est une fonction binaire de l’e´cart de valeur
du portefeuille avec la cible de richesse ﬁnale de l’investisseur ; son expression est la suivante :
a˜(z) ≡ a0 + (η0)× 1z≥0 .
Ceci implique en particulier que le budget de risque alloue´ en cas de sur-performance (i.e a0+ η0)
est supe´rieur de η au budget de risque attribue´ en cas de sous-performance (i.e a0).
Finalement, on remarquera que, dans la zone de sous-performance, le montant de budget de
risque de´signe le seuil maximal de perte relativement a` la cible ”centrale” de re´mune´ration que
l’asset manager est pre`s a` supporter : bYT ≥ −a0. Dans la zone de sur-performance la contrainte
(b + c)YT ≥ −(a0 + η0) est ve´riﬁe´e par construction puisque l’exce´dent de richesse est positif
(i.e.YT ≥ 0).
71. En eﬀet, on a u(FT (WT )) = u
{
F
′
T (WT ) − b W 0 + a0 × 1YT<0 +
(
a0 + η0
)× 1YT≥0},
ce qui implique que u(FT (WT )) = w
′
(F
′
T (WT )− F
′
T (W
0)) .
72. Nous excluons de notre analyse le cas limite b = 0 de´ja` e´tudie´ par [Carpenter, 2000].
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η ≡ η0/b: rapport entre le montant du bonus paye´ en cas de sur-performance et le taux
des frais de gestion sur encours, avec 0 ≤ η ≤ W 0/b− a,
d ≡ c/b: rapport entre le taux des frais de gestion variables et le taux des frais de
gestion sur encours, avec 0 < b < 1 et 0 ≤ c < 1− b.
3.2. Expression de la richesse terminale optimale.
The´oreme 5. La richesse terminale solution du proble`me (P16) est donne´e
par l’expression suivante 73 :
(1) Pour a ≡ 0 , d ≥ 0, η = 0 74
Y ∗T =
{
1
1+d
{
(1+dk HT )
1/γ−η
}
si HT > H
0 si HT ≤ H
avec H ≡ k1+dηγ
(2) Pour a = 0, d ≡ 0 et η = 0
Y ∗T =


(HT /k)
1/γ − (a+ η) si HT > H
0 si H∗∗ < HT ≤ H
(HT /k)
1/γ − a si HT ≤ H∗∗
avec H ≡ k (a+ η)γ et avec H∗∗ solution implicite de l’e´quation : h(k/H∗∗) = 0
avec h (x) ≡ −x1−1/γ1−1/γ − u(a+ η) + ax 75
(3) Pour a = 0 et d = 0, on pose ε ≡ η/da et pour η = 0 et (a = 0 et d = 0) ou (a = 0
et d = 0) , on pose ε ≡ 0
(a) cas ε ≥ ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
> 0 76
Y ∗T =


1
1+d
{
(1+dk HT )
1/γ − (1 + dε)a
}
si HT > H
0 si H∗∗ < HT ≤ H
(HT /k)
1/γ − a si HT ≤ H∗∗
avec H ≡ k(1+d) {(1 + εd)a}γ, et avec H∗∗ solution implicite de l’e´quation :
h(k/H∗∗) = 0 avec h (x) ≡ −x1−1/γ1−1/γ − u((1 + dε)a) + ax
73. Dans le cas ou` l’asset manager ne rec¸oit pas de frais ﬁxe ni aucunes incitations ﬁnancie`res a`
la performance, i.e. pour a = d = η ≡ 0, la solution optimale du proble`me de l’asset manager (qui
est aussi celle de l’investisseur de re´fe´rence) s’identiﬁe, a` la constante W 0 pre`s, au portefeuille de
Merton. En eﬀet dans ce cas, la valeur ﬁnale du portefeuille optimal est donne´e par :
W ∗T = W
0 + (HT /k)
1/γ .
74. Dans le cas limite ou` W 0 = 1/E {1/HT }, la contrainte de budget, i.e. E(Y ∗T /HT ) = 0
implique que W ∗T = W
0.
75. Cette expression s’obtient en posant h (x) ≡ g (x)− u (a+ η) avec
g (x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)− a] et avec I(x) ≡
[
u
′
(x)
]−1
= x−1/γ
76. On a 0 < ε∗ < Min
{
ε0; 1
}
ou` ε0 ≡ (1+d)1/γ−1
d
. Par ailleurs, ε∗ est la solution de l’e´quation
H (ε) = H∗ (ε). De fac¸on e´quivalente, ε∗ est solution implicite de l’e´quation g
(
k/H (ε)
)
= 0.
Par conse´quent pour ε = ε∗, on a H (ε) = H∗ (ε) = H∗∗ (ε) et la solution 3 (a) et 3 (b) du
the´ore`me 5 se confondent.
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(b) cas 0 ≤ ε ≤ ε∗
Y ∗T =
{
1
1+d
{
(1+dk HT )
1/γ − (1 + dε)a
}
si HT > H
∗
(HT /k)
1/γ − a si HT ≤ H∗
avec H∗ 77 de´ﬁnie par l’expression suivante :
H∗ ≡ k
[{
ad
1 + d
(ε− 1)
}
/
{
(1/(1 + d))
1−1/γ − 1
1− 1/γ
}]γ
avec, dans tous les cas, k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante :
E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT}
Notons que la contrainte a ≤ W 0 implique que : ∀HT ≥ 0, on a
W ∗T (HT ) ≥ W 0 − a ≥ 0 ; ce qui permet de se pre´munir contre la ne´gativite´ de W ∗T .
L’ine´galite´ FT (W
∗
T ) > 0 est e´galement ve´riﬁe´e puisqu’on a, ∀HT ≥ 0 , FT (W ∗T ) ≥
b(W ∗T −W 0) + ba ≥ 0.
De plus, il est utile de faire la remarque technique suivante : on peut conside´rer
que l’e´nonce´ du the´ore`me (5) se restreint aux deux seuls cas correspondant aux
expressions (3)(a) et (3)(b).
En eﬀet, en partant de l’expression du cas (3)(a), en remplac¸ant l’expression ×d×a
par η, puis en conside´rant le cas limite a → 0 78, on retrouve l’expression du cas (1)
du the´ore`me (5).
L’expression du cas (2) se de´duit e´galement de celle du cas (3)(a) par le meˆme
changement de variable que pre´ce´demment (en remplac¸ant l’expression  × d × a
par η).
Les re´sultats du the´ore`me (5) peuvent s’interpre´ter de la manie`re suivante 79 :
(1) Niveau d’incitation faible (cas (3)(b)) : ηa ≤ d× ∗
Le rapport entre la valeur du bonus ﬁxe verse´ en cas de sur-performance,
η0 ≡ η × b, et le niveau de commission ﬁxe, a0 ≡ a × b, est infe´rieur au
seuil d× ∗ 80
La strate´gie optimale admet une forme a` deux e´tats similaire a` celle de
l’asset manager ne recevant pas de bonus de sur-performance qui a e´te´
analyse´e dans la section pre´ce´dente 81
77. H∗ est la solution de f(k/H∗) = 0 avec f(x) ≡ g(x)− g(x/(1 + d)) + εda
1+d
ou`
g(x) ≡ u [I(x)] − x [I(x)− a] et x → I(x) = x−1/γ de´signe la fonction inverse de la fonction
x → u′ (x).
78. Dans le cas W 0 < E {1/HT }, on de´montre que H ∗∗ → 0 quand a → 0.
79. Pour la raison e´voque´e ci dessus, nous nous restreignons aux deux seuls cas correspondant
aux expressions (3)(a) et (3)(b) du the´ore`me (5).
80. d× 
∗ ≡
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
.
81. En eﬀet, l’e´nonce´ du the´ore`me (5) en supposant de plus que η = 0 (pas de versement de
bonus ﬁxe en cas de sur-performance) se re´duit a` l’e´nonce´ du the´ore`me (4) dans le cas particulier
ou` l’asset manager est CRRA. .
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– Un e´tat de richesses basses (pour HT ≤ H∗) ou` l’expression de la
strate´gie optimale est similaire a` celle du cas sans incitation ﬁnancie`re.
– Un e´tat de richesses e´leve´es (pour HT > H
∗) ou` l’expression de la
strate´gie se distingue de celle de l’e´tat des richesses basses par les deux
termes suivants : le coeﬃcient d’exposition au portefeuille nume´raire,
H , (qui passe de 1 a` (1+ d)1/γ−1) et le niveau de budget de risque (qui
passe de a a` [(1 + dε)/(1 + d)]× a).
(2) Niveau d’incitation e´leve´ ((cas (3)(a)) : ηa ≥ d× ∗
Le rapport entre la valeur du bonus ﬁxe verse´ en cas de sur-performance,
η0 ≡ η × b, et le niveau de commission ﬁxe, a0 ≡ a × b, est supe´rieur au
seuil d× ∗
Dans ce cas, il s’agit d’une forme de strate´gie a` trois e´tats : deux e´tats
(de richesses ”basses” et ”hautes”) similaires au cas (3)(b) plus un e´tat
”interme´diaire” de richesse nulle correspondant a` un intervalle de valeurs
me´dianes de HT dans lequel il est optimal de ge´rer passivement le porte-
feuille.
On remarquera que le seuil η
∗
a ≡ d×∗ est une fonction croissante de d et de´croissante
de γ.
Enﬁn, on notera que le mode`le de frais expose´ ici ge´ne´ralise certaines des formu-
lations de´ja` analyse´es dans la litte´rature traitant de cette meˆme proble´matique de
gestion ﬁnancie`re avec incitation a` la performance :
– l’expression (3)(b), dans le cas particulier ou` a = W 0, η = 0 ⇔ a = W 0
et  = 0, s’identiﬁe a` la solution du proble`me d’investissement de hedge funds
e´tudie´ par [Hodder Jackwerth, 2006] 82.
– l’expression (3)(a) dans le cas particulier ou` a = W 0 et η = dW 0 ⇔ a =
W 0 et  = 1, s’identiﬁe a` l’expression analytique de la strate´gie optimale du
proble`me d’investissement avec eﬀet incitatif de ﬂux d’investissement analyse´
par [Basak et al., 2008] 83.
On rappelle que, sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes, il existe une
relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles suivants pris
82. Remarquons les deux diﬀe´rences suivantes :
-[Hodder Jackwerth, 2006] conside`rent le cas, plus spe´ciﬁque a` l’industrie des hedge funds,
ou` le ge´rant investit pour son propre compte dans le fonds qu’il ge`re et re´solvent nume´riquement
le proble`me d’investissement conside´re´.
-A l’oppose´, nous explicitons la forme analytique de la solution du proble`me d’investissement mais
nous ne traitons pas du cas mentionne´ ci-dessus.
83. Dans le cas ou` le benchmark est ﬁxe ; le cas d’un benchmark stochastique sera traite´ dans
la dernie`re section du chapitre.
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deux a` deux : la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du portefeuille de Mer-
ton, H∗t
84, et enﬁn, celle de l’actif risque´, Mt
85.
Ceci nous permettra, a` tout instant t, de d’exprimer la valeur de la richesse op-
timale en exce`s de celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ; expression
qui nous sera utile pour analyser les proprie´te´s de la strate´gie optimale.
3.3. Analyse de sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal.
En nous fondant sur le meˆme exemple d’application nume´rique que dans la sec-
tion pre´ce´dente 86, nous analysons, dans le cadre du mode`le de Black & Scholes, la
sensibilite´ du proﬁl de gain optimal aux variations des parame`tres de re´mune´ration
et de risque du mode`le conside´re´.
Nous souhaitons en particulier expliciter l’eﬀet de la prise en compte d’un mon-
tant ﬁxe de bonus verse´ au ge´rant en cas de sur-performance ; pour cela, nous
comparerons le proﬁl de gain ﬁnal (”pay-oﬀ”) de l’asset manager recevant des frais
de gestion variables et un montant de bonus ﬁxe en cas de sur-performance (c = 0
et η = 0) avec le proﬁl de l’asset manager percevant des frais de gestion variables
mais pas de bonus (c = 0 et η = 0) qui a e´te´ analyse´ dans la section pre´ce´dente.
3.3.1. Sensibilite´ aux variations des parame`tres de re´mune´ration et de risque.
Aﬁn d’illustrer l’eﬀet du changement du niveau de re´mune´ration et du degre´ d’aver-
sion au risque sur le proﬁl de gain de l’asset manager, nous avons repre´sente´, sur
les cinq ﬁgures ci-dessous, la valeur ﬁnale de la strate´gie optimale, en fonction de
la valeur ﬁnale de l’actif risque´, pour diﬀe´rentes valeurs de chacun des parame`tres
conside´re´s :
(1) Sensibilite´ aux variations du montant de bonus ﬁxe, η0 ≡ η × b (avec b
ﬁxe´), et aux variations du taux des frais de gestion variables, c :
Une hausse de la valeur du montant de bonus (i.e. hausse de la valeur
du parame`tre η) a pour conse´quence de faire baisser la richesse du por-
tefeuille dans l’intervalle des valeurs les plus e´leve´es de l’actif risque´ (cf.
ﬁgure (Fig.18)).
De plus, au-dessus d’un certain montant de bonus, et dans un intervalle
84. On rappelle que le portefeuille de Merton, note´ (h∗,H∗), s’identiﬁe a` la strate´gie dynamique
atteignant la richesse terminale, H
1/γ
T . Il s’agit d’une strate´gie dynamique dont le poids de l’actif
risque´ dans le portefeuille est constant et donne´ par l’expression suivante : h∗ ≡ (1/γ)h avec
h ≡ π/ σ 2 ≡ λ/σ et avec λ ≡ (µ− r) /σ qui de´signe le ratio de Sharpe de l’actif risque´.
85. En particulier, dans le cadre du mode`le de B&S, on obtient les proprie´te´s de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de
Merton, H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement : on a,
Ht = Ψ(t)(Mt)h avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(
µ
σ
−σ
2
−λ
2
))t = e(1−h)(r+
λ2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
86. Sauf si cela est pre´cise´ diﬀe´remment, les valeurs nume´riques utilise´es sont les suivantes :
r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75%, T = 5, et W 0 ≡ erT = 122% ; ce qui donne en particulier
λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%.
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de valeurs interme´diaires de l’actif risque´, on remarque que la strate´gie
optimale s’identiﬁe a` une gestion totalement passive (i.e. la performance
relativement a` la cible de richesse ﬁnale est nulle).
Enﬁn, l’eﬀet d’une baisse du taux de commission variable, c, est similaire a`
celui d’une hausse du bonus verse´ en cas de sur-performance (cf. (Fig.19)).
(2) Sensibilite´ aux variations du taux des frais de gestion sur encours, b 87, et
aux variations du parame`tre de budget de risque, a :
Comme cela est illustre´ sur la ﬁgure (Fig.20), le montant de la perte, dans
la zone de sous-performance, est une fonction de´croissante de la valeur du
taux des frais de gestion sur encours, b. De plus, la longueur de l’intervalle
ou` il y a sous-performance et le gain dans la zone de sur-performance sont
e´galement fonction de´croissante de la valeur du parame`tre b.
De plus, on remarque qu’au-dessus d’une certaine valeur du taux de frais
de gestion sur encours, b, (dans notre exemple d’application nume´rique,
ce seuil est situe´ entre 5% et 10%) la strate´gie optimale devient passive
dans un intervalle de valeurs interme´diaires de l’actif risque´. La longueur
de cet intervalle est une fonction croissante de la valeur du parame`tre b.
Finalement, l’eﬀet d’une baisse du montant de la commission ﬁxe a0 ≡ a×b
(avec b ﬁxe´) 88, est similaire a` celui d’une hausse du taux des frais de ges-
tion sur encours (cf. (Fig.21)).
(3) Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion au risque, γ :
Comme le montre la ﬁgure (Fig.22), la baisse de la valeur de l’aversion au
risque conside´re´e, γ, implique que la zone de sous-performance s’e´tend a`
des valeurs plus e´leve´es de l’actif risque´, que le montant de la perte, en
cas de sous-performance, augmente, et enﬁn que l’eﬀet de convexite´ de la
courbe de richesse, observe´ dans la zone de sur-performance, s’accentue.
87. A niveau ﬁxe´ des parame`tres η0 et a0.
88. Ou ce qui revient au meˆme, d’une baisse du parame`tre a, le niveau de budget de risque
conside´re´ par l’asset manager.
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Figure 18. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
bonus ﬁxe η × b.
Figure 19. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
taux des frais de gestion variables c.
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Figure 20. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
taux des frais de gestion sur encours b.
Figure 21. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau du
taux de commission ﬁxe a× b (avec b ﬁxe´).
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Figure 22. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau
d’aversion au risque γ.
3.3.2. Sensibilite´ des strikes aux variations des parame`tres de re´mune´ration et
de risque.
Nous partons du constat que l’expression de la richesse terminale optimale fournie
dans le the´ore`me 5 ressemble au pay-oﬀ d’une combinaison d’options 89.
Nous souhaitons analyser l’eﬀet d’une variation de la valeur des parame`tres du
mode`le sur celle des ”strikes” de ces options. A noter que ces ”strikes” sont e´galement
les bornes des diﬀe´rents intervalles de valeurs de l’actif risque´ qui correspondent aux
e´tats de richesse ou` l’expression de la strate´gie optimale prend une forme diﬀe´rente.
Nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.23), les valeurs prises par ces ”strikes”,
note´s M∗, M∗∗ et Mmax 90, en fonction de la valeur du bonus ﬁxe, η0 ≡ η × b
(avec b ﬁxe´).
Nous pouvons faire les remarques suivantes :
(1) Pour η ≤ a×c× ∗b (niveau de bonus faible)
Dans ce cas (valeur du bonus en dessous de 3% dans l’exemple d’ap-
plication nume´rique conside´re´), l’expression de la strate´gie optimale est
celle a` deux e´tats de richesse du the´ore`me 5.
De plus, il n’y a qu’un seul strike, note´ M∗ et sa valeur est une fonc-
tion de´croissante du parame`tre η.
Ainsi, quand la valeur du parame`tre η augmente, l’intervalle de valeurs
89. ce que nous pre´ciserons dans les sections suivantes.
90. On rappelle que, sous les hypothe`ses du mode`le d’actifs de B&S, il existe une correspondance
bi-univoque entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle du portefeuille de croissance
optimale. Les valeurs de M∗, M∗∗, Mmax se de´duisent respectivement de celle de H∗, H∗∗, H
par cette transformation.
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e´leve´es de l’actif risque´, dans lequel l’eﬀet de l’incitation ﬁnancie`re est po-
sitif pour l’asset manager 91, s’e´tend au de´triment de l’intervalle de valeurs
basses de l’actif risque´ ou` l’incitation ﬁnancie`re lui est de´favorable.
(2) Pour η ≥ a×c× ∗b (niveau de bonus e´leve´)
Dans ce cas (valeur du bonus au-dessus de 3% dans l’exemple conside´re´),
l’expression de la strate´gie optimale est celle a` trois e´tats de richesse et
deux strikes du the´ore`me 5.
Quand la valeur du parame`tre η augmente, nous observons que la va-
leur de M∗∗ baisse et celle de Mmax augmente.
Autrement dit, quand le montant du bonus de sur-performance augmente,
l’intervalle des valeurs me´dianes de l’actif risque´, ou` la strate´gie optimale
est passive, s’e´tend au de´triment des deux autres intervalles de valeurs
basses et hautes de l’actif risque´ ou` le ge´rant est actif.
Finalement, remarquons que, toute chose restant e´gale par ailleurs, les changements
suivants de valeur des parame`tres ont le meˆme eﬀet sur le proﬁl de gain optimal
que la hausse de valeur du montant de bonus de sur-performance (i.e la hausse du
parame`tre η) :
– la baisse de la valeur du taux des frais de gestion variables c (voir la ﬁgure
(Fig.24)),
– la baisse du montant de la commission ﬁxe (i.e. baisse de la valeur du pa-
rame`tre a, voir la ﬁgure (Fig.25) ci-dessous),
– ou encore, la hausse du taux de la commission sur encours b (voir la ﬁgure
(Fig.26)).
On en de´duit que la prise en compte d’un bonus contractuel en plus de frais de
sur-performance tend a` modiﬁer de fac¸on conside´rable le comportement de l’asset
manager et l’incite a` re´duire son proﬁl de risque :
– En imple´mentant, pour les niveaux de bonus faibles, une strate´gie dont la
zone de sur-performance est d’autant plus longue (et la performance dans cette
zone d’autant plus faible) que le montant du bonus de sur-performance est e´leve´
– En choisissant, pour les niveaux de bonus suﬃsamment e´leve´s, une gestion
passive dans un intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´. La longueur de
cet intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´, est une fonction croissante
du montant de bonus verse´ en cas de sur-performance. A l’inverse, la longueur
des intervalles de valeurs de l’actif risque´, ou` il y a sur-performance, ou sous-
performance et ou` une gestion active est optimale, de´croˆıt avec le niveau de bonus.
91. puisque dans ce cas, le montant de la re´mune´ration rec¸u par l’asset manager est supe´rieur
a` celui qu’il obtiendrait sans incitation ﬁnancie`re.
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Figure 23. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau de bonus ﬁxe
η × b (b=5% ﬁxe´).
Figure 24. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau de frais de
gestion ﬁxe a× b (pour b=5% ﬁxe´).
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Figure 25. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau du taux des
frais de gestion variables c.
Figure 26. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau du taux des
frais de gestion sur encours b.
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3.4. Expression de la strate´gie dynamique optimale.
Nous explicitons a` pre´sent l’expression de la strate´gie dynamique optimale en
conside´rant a` nouveau le mode`le a` deux actifs de [Black Scholes, 1973]. On
rappelle que dans ce cadre, l’univers d’investissement se compose des deux actifs
suivants :
– Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) repre´sentant l’actif mone´taire et dont la
valeur a` la date t est note´e S0t ; cet actif a un rendement instantane´ donne´ par
l’expression suivante
dS0t /S
0
t = rdt
ou` r de´signe le taux mone´taire constant.
– Un actif dit risque´ (”A.R”) repre´sentant le portefeuille de marche´ ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est de´crite par un mouvement brow-
nien ge´ome´trique ; son rendement instantane´ s’e´crit
dMt/Mt = µdt+ σdZt ≡ (r + π)dt + σdZt
ou` le parame`tre µ repre´sente son rendement moyen instantane´ (e´gal au taux
court plus une prime de risque ”action” note´e π ≡ µ− r) et σ de´signe sa volati-
lite´ constante.
Nous pre´sentons les expressions obtenues pour la valeur interme´diaire et l’allocation
dynamique de la strate´gie optimale 92 dans les proprie´te´s 26 et 27 qui suivent.
Proprie´te´ 26. Pour a = 0, d = 0, la valeur a` la date t de la solution optimale
du proble`me (P16), note´e Y ∗t , est donne´e par la formule suivante :
(1) Pour ε ≥ ε∗
Y ∗t =
yd
1 + d
C(H∗t , (H)
1/γ , T−t)−y0P (H∗t , (H∗∗)1/γ , T−t)−
{
a− y0(H∗∗)1/γ
}
B(H∗t , (H
∗∗)1/γ , T−t)
(2) Pour 0 ≤ ε ≤ ε∗
Y ∗t =
yd
1 + d
C(H∗t , (H
∗)1/γ , T−t)−y0P (H∗t , (H∗)1/γ , T−t)+
1
1 + d
{
yd(H
∗)1/γ − (1 + dε)a
}
ZC(T−t)
−
{
(
yd
1 + d
− y0)(H∗)1/γ + d(1 − ε)a
1 + d
}
B(H∗t , (H
∗)1/γ , T − t)
avec H∗t qui de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, solution du proble`me
de Merton, atteignant la richesse terminale, H
1/γ
T
93,
avec ε ≡ η/da, ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
, yd ≡ ((1 + d)/k)1/γ , y0 ≡ (1/k)1/γ .
92. Par soucis de simplicite´ d’e´criture, nous exposons ici uniquement les re´sultats obtenus dans
les cas (”non de´ge´ne´re´s”) 3(a) et 3(b) du the´ore`me 5.
93. On rappelle que le portefeuille (h∗, H∗) s’identiﬁe a` une strate´gie dynamique dont le poids
de l’actif risque´ dans le portefeuille est constant et donne´ par l’expression suivante : h∗ ≡ (1/γ)h
avec h ≡ π/ σ 2 ≡ λ/σ et avec λ ≡ (µ − r) /σ qui de´signe le ratio de Sharpe de l’actif risque´.
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avec H ≡ k(1+d) [{(1 + εd)a}γ , H∗ ≡ k
{
ad
1+d (ε− 1)
}
/
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ
}γ
et avec
H∗∗ qui de´signe la solution implicite de l’e´quation :
h(k/H∗∗) = 0 avec h (x) ≡ −x
1−1/γ
1− 1/γ − u((1 + εd)a) + ax
ou` C(Zt, X, T − t), (resp. P (Zt, X, T − t), resp. B(Zt, X, T − t)) de´signe la valeur
de l’option d’achat europe´enne, (resp. de l’option de vente europe´enne, resp. de
l’option digitale de vente) de strike X, d’e´che´ance T − t, sur le sous-jacent Zt et
ZC(T − t) la valeur d’une obligation Ze´ro-Coupon d’e´che´ance T − t dans le cadre
du mode`le de Black & Scholes. 94.
Proprie´te´ 27. Dans le cadre du mode`le de Black & Scholes, l’allocation de la
strate´gie dynamique optimale correspondant au proble`me (P16) est donne´e par la
formule suivante :{
w∗tW
∗
t investi (en cash) dans l’A.R.
(1 − w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
avec w∗tW
∗
t ≡ wBBt + dW
∗
t
dH∗t
(
h
γ
)
H∗t qui est donne´e par la formule suivante
95 :
– Pour ε ≥ ε∗
w∗tW
∗
t =
h
γ
H∗t
(
yd
1 + d
N
(
d1
(
H
1/γ
))
+ y0N
(
−d1
(
H∗∗1/γ
)))
+
(
a− y0H∗∗1/γ
) he−r(T−t)Φ(d2 (H∗∗1/γ))
λ
√
T − t
– Pour 0 ≤ ε ≤ ε∗
w∗tW
∗
t =
h
γ
H∗t
(
yd
1 + d
N
(
d1
(
H∗1/γ
))
+ y0N
(
−d1
(
H∗1/γ
)))
+
{(
yd
1 + d
− y0
)
H∗1/γ +
d(1 − ε)
1 + d
a
} he−r(T−t)Φ(d2 (H∗1/γ))
λ
√
T − t
avec N(.), resp. Φ(.) la fonction de re´partion, resp. la fonction de densite´, de la loi
normale et avec d1(X) ≡ ln
(
H∗t
X e −r(T−t)
)
/σ∗ + σ∗/2 et d2(X) ≡ d1(X)− σ∗
ou` (σ∗)2 ≡ V ar [ln(HT /Ht)/γ] =
(
λ
γ
)2
× (T − t) et λ ≡ π/σ et avec le reste des
parame`tres de´ﬁnis comme dans la proprie´te´ 26.
94. L’expression de C(Zt,X, T − t) est donne´e dans le cadre du mode`le Black & Scholes
par la formule suivante : C(Zt,X, T − t) = ZtN(d1(X)) + Xe−r(T−t)N(d2(X)) avec
d1(X) =
log(
Zt
X
)+(r+
(σ∗)2
2
)(T−t)
(σ∗)
√
T−t , d2(X) = d1(X) − σ∗
√
T − t et σ∗√T − t ≡√V ar (ln (ZT /Zt))
De plus pour Zt ≡ H∗t , on en de´duit de l’expression de H∗t que σ∗ = λ/γ avec λ ≡ π/σ.
Avec les meˆmes notations, on a P (Zt, X, T − t) = Xe−r(T−t)N(−d2(X)) + ZtN(−d1(X))
et B(Zt, X, T − t) = e−r(T−t)N(−d2(X)) et ZC(T − t) = e−r(T−t). Les formules d’e´valuation
de ces options dans le cadre d’un mode`le a` N actifs risque´s, N ≥ 2 sont donne´es dans la dernie`re
section du pre´sent chapitre qui ge´ne´ralise les re´sultats expose´s dans cette section.
95. Dans notre cas ou` le benchmark est choisi comme e´tant l’actif mone´taire on a wB ≡ 0.
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3.5. Analyse de l’allocation dynamique optimale.
Nous analysons la sensibilite´ de l’allocation dynamique optimale (niveau d’expo-
sition a` l’actif risque´ et performance interme´diaire) aux variations des parame`tres
du mode`le (re´mune´ration, aversion au risque et horizon de placement) en nous ap-
puyant sur le meˆme exemple d’application nume´rique que pre´ce´demment 96.
En particulier, nous comparerons la strate´gie dynamique des trois proﬁls suivants :
– l’asset manager recevant des frais de gestion variables et un bonus ﬁxe en cas
de sur-performance (c = 0 et η = 0),
– l’asset manager recevant des frais de gestion variables mais pas de bonus ﬁxe
(c = 0 et η = 0), qui a e´te´ analyse´ dans la section pre´ce´dente,
– l’asset manager de re´fe´rence sans aucune incitation ﬁnancie`re (c = 0 et
η = 0).
3.5.1. Sensibilite´ aux variations des parame`tres de re´mune´ration.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs de chacun des quatre parame`tres de
la re´mune´ration, la valeur interme´diaire de la strate´gie dynamique optimale (note´e
Yt
∗) ainsi que l’exposition a` l’actif risque´ correspondante (note´e Pt ∗), en fonction
de la valeur de l’actif risque´.
(1) Sensibilite´ aux variations du montant de bonus de sur-performance, η0 ≡
η×b (avec b ﬁxe´) et aux variations du taux des frais de gestion variables c :
On observe sur la ﬁgure (Fig.27) que la hausse de la valeur du bonus
(i.e. hausse du niveau du parame`tre η) implique,
– dans une zone de valeurs basses a` me´dianes du sous-jacent : une hausse
du niveau de la sur-performance du portefeuille de l’asset manager
avec incitation ﬁnancie`re relativement au portefeuille sans incitation ﬁ-
nancie`re. Ce qui s’accompagne d’une concavite´ de la courbe de richesse
ﬁnale plus marque´e.
– dans une zone de valeurs hautes du sous-jacent : une hausse du montant
de la sous-performance de la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re relati-
vement au portefeuille sans incitation ﬁnancie`re.
Les eﬀets d’un changement du montant de bonus de sur-performance sur
l’exposition a` l’actif risque´ sont illustre´s sur la ﬁgure (Fig.28). On peut
faire les remarques suivantes
– premie`rement : la valeur de l’actif risque´ ou` a lieu le ”pic” de sur-
exposition, par rapport au cas de re´fe´rence sans incitation ﬁnancie`re,
96. Sauf si cela est pre´cise´ diﬀe´remment, les valeurs nume´riques utilise´es sont les suivantes :
r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75%, T = 5, et W 0 ≡ erT = 122% ; ce qui donne en particulier
λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%.
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est une fonction de´croissante du montant de bonus.
– deuxie`mement : l’amplitude du ”creux” de sous-exposition par rapport
au cas sans incitation, qui a lieu dans un intervalle de valeurs me´dianes
du sous-jacent, est une fonction croissante du montant de bonus.
– troisie`mement : pour les valeurs du bonus au-dessus d’un seuil 97, il y a,
dans la zone de valeurs e´leve´es du sous-jacent, sur-exposition a` l’actif
risque´ par rapport au cas sans incitation.
L’eﬀet d’une baisse du taux de la commission variable, c, est similaire a`
celui d’une hausse du bonus verse´ en cas de sur-performance (i.e. hausse
du parame`tre η) : le niveau globale de risque diminue, voir les ﬁgures
(Fig.29) et (Fig.30).
(2) Sensibilite´ aux variations du taux de frais de gestion sur encours b et aux
variations du montant de la commission ﬁxe a0 ≡ a× b (avec b ﬁxe´) :
La baisse de la valeur du taux des frais de gestion sur encours, b, aug-
mente le niveau global de risque de la strate´gie optimale :
– d’une part, le montant de la perte dans la zone de sous-performance
et le niveau de gain dans la zone de sur-performance augmentent (cf.
ﬁgure (Fig.31)),
– d’autre part, le niveau global d’exposition a` l’actif risque´ augmente et
en particulier la sur-exposition qui s’ope`re dans une zone de valeurs
me´dianes du sous-jacent (cf. ﬁgure (Fig.32)).
L’eﬀet d’une hausse du montant de la commission ﬁxe, a0 ≡ a × b (avec
b ﬁxe´), est similaire a` celui d’une baisse du taux des frais de gestion sur
encours, b (voir les ﬁgures (Fig.33) et (Fig.34)).
97. en particulier pour le niveau maximum de bonus η = d×W 0, cf. courbe violette.
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Figure 27. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
bonus ﬁxe η × b (b ﬁxe´).
Figure 28. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de bonus ﬁxe
η × b (b ﬁxe´).
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Figure 29. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau du
taux des frais de gestion variables c.
Figure 30. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau du taux des
frais de gestion variables c.
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Figure 31. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
frais de gestion sur encours b.
Figure 32. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de frais de
gestion sur encours b.
3.5.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion au risque et aux va-
riations de l’horizon d’investissement.
L’eﬀet du changement du niveau d’aversion au risque, γ, est repre´sente´ sur la ﬁgure
(Fig.35) et la ﬁgure (Fig.36).
Quand le parame`tre d’aversion au risque, γ, baisse, l’allocation dynamique devient
plus risque´e :
– d’une part, le montant de la perte dans la zone de sous-performance et du
gain dans la zone de sur-performance augmentent. De plus, la courbe de richesse
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Figure 33. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau du
taux de commission ﬁxe a× b (avec b ﬁxe´).
Figure 34. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau du taux de
commission ﬁxe a× b (avec b ﬁxe´).
devient de plus en plus convexe (cf. ﬁgure (Fig.35)).
– d’autre part, le niveau global d’exposition a` l’actif risque´ augmente, et en
particulier, la sur-exposition qui s’ope`re dans un intervalle de valeurs me´dianes
de l’actif risque´. De plus, cet intervalle correspond a` des valeurs de l’actif risque´
plus e´leve´es (cf. ﬁgure (Fig.36)).
Finalement, on remarquera que, dans un intervalle de valeurs basses a` me´dianes de
l’actif risque´, l’allocation dynamique optimale est contraire a` la re`gle de ”bon sens”
(”Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risque´ croissante en fonction
du niveau de tole´rance au risque.
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Figure 35. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau
d’aversion au risque γ.
Figure 36. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau
d’aversion au risque γ.
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L’eﬀet du changement de l’horizon d’investissement, T−t, sur le proﬁl de risque
de l’asset manager avec frais de gestion variables et bonus de sur-performance est
illustre´ sur la ﬁgure (Fig.37) (exce´dent de richesse) et la ﬁgure (Fig.38) (exposition
a` l’actif risque´).
Comme le montre la ﬁgure (Fig.38), l’allocation temporelle est contraire a` la re`gle
de ”bon sens” (”Conventional Wisdom”) d’une allocation en actif risque´ croissante
en fonction du temps restant a` courir. Ceci est duˆ au proﬁl d’option binaire de la
strate´gie optimale (qui traduit la discontinuite´ de valeur qui a lieu entre les deux
e´tats de richesses hautes et basses).
Figure 37. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
et bonus - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du temps
restant a` maturite´ T − t.
Figure 38. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
et bonus - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du temps restant a`
maturite´ T − t.
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3.5.3. Structures de frais particulie`res.
(1) Structure de frais sans incitation ﬁnancie`re syme´trique (i.e. a = W 0 98).
La strate´gie sans incitation ﬁnancie`re s’identiﬁe au portefeuille a` poids
constant h∗ ≡ h/γ et on retrouve comme cas particulier de notre proble`me
d’investissement avec incitation ﬁnancie`re, les proble`mes e´tudie´s par
[Hodder Jackwerth, 2006] (a = W 0 et η = 0) et par
[Basak et al., 2008] (a = W 0 et η = d×W 0 99).
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs de η, la richesse interme´diaire
du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.39)) et le niveau d’exposition a` l’actif risque´
(cf. ﬁgure (Fig.39)), en fonction de la valeur de l’actif risque´.
Dans un intervalle de valeurs e´leve´s de l’actif risque´, le niveau d’expo-
sition a` l’actif risque´ de la strate´gie du mode`le de [Basak et al., 2008]
converge vers le poids constant du portefeuille de Merton, note´ h∗ (dans
notre exemple nume´rique, h∗ = 2) 100 et cela sans jamais exce´der cette
valeur (cf. ﬁgure (Fig.40)).
Cette proprie´te´ n’est plus ve´riﬁe´e dans le cas ou` a ≤ W 0. Voir par exemple
la ﬁgure (Fig.28) : dans l’exemple nume´rique conside´re´ (a = 50% < W 0 =
122% et η = d × W 0), l’exposition a` l’actif risque´ du portefeuille avec
incitation ﬁnancie`re commence par exce´der l’exposition du portefeuille de
re´fe´rence, sans incitation ﬁnancie`re (qui ne s’identiﬁe plus au portefeuille
de Merton) avant de converger tre`s lentement vers le poids du portefeuille
h∗ (convergence lente qui n’est pas visible sur la ﬁgure).
(2) Structure de frais comprenant sans incitation ﬁnancie`re (a = W 0) et sans
frais de gestion variables (i.e. c = 0) :
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rente valeur de η, la richesse interme´diaire
du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.41)), et le niveau d’exposition a` l’actif risque´
(cf. ﬁgure (Fig.42)), en fonction de la valeur de l’actif risque´ 101.
On notera, dans un intervalle de valeurs basses et hautes de l’actif risque´,
la sur-exposition a` l’actif risque´ de la strate´gie optimale par rapport a` la
strate´gie de re´fe´rence sans incitation ﬁnancie`re (qui s’identiﬁe au porte-
feuille de Merton) (cf. ﬁgure (Fig.42)).
98. ce qui correspond au choix d’un montant maximum de commission ﬁxe, i.e. a0 ≡ b × a =
b×W 0, ou de fac¸on e´quivalente au choix d’un montant maximum de budget de risque a = W 0. La
structure de frais prend la forme suivante : FT (WT ) = bWT +
{
η0 + c× (WT −W 0)
}×1WT ≥W0 .
99. nous conside´rerons ici le cas ou` le benchmark est ﬁxe ; le cas ou` le benchmark est stochas-
tique sera analyse´ dans la dernie`re section du pre´sent chapitre.
100. En eﬀet, dans le cas particulier ou` a = W 0, le portefeuille de Merton s’identiﬁe a` la strate´gie
sans incitation ﬁnancie`re.
101. Autrement dit la fonction de re´mune´ration prend la forme suivante :
F (WT ) = bWT + b η
0 × 1WT≥W0 .
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Figure 39. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W 0) - exce´dent de
richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de bonus η × b (b ﬁxe´).
Figure 40. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W 0) - exposition a` l’actif
risque´ - eﬀet du niveau de bonus η × b (b ﬁxe´).
On remarquera aussi que, dans un intervalle de valeurs centrales de l’actif
risque´, la strate´gie optimale tend a` devenir passive avec tre`s peu voir plus
d’exposition a` l’actif risque´.
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Figure 41. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W 0) et frais de gestion
variables nuls (c = 0) - exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet
du niveau de bonus η × b (b ﬁxe´).
Figure 42. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W 0) et frais de gestion
variables nuls (c = 0) - exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau
de bonus η × b (b ﬁxe´).
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3.6. Conclusion de la section.
Dans cette troisie`me section, nous avons e´tudie´ le proble`me d’investissement de
l’asset manager CRRA qui cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration
ﬁnale. La structure de re´mune´ration incitative conside´re´e, plus ge´ne´rale que celle
analyse´e dans la seconde section, comprend non seulement des frais de gestion va-
riables mais e´galement un montant de bonus verse´ en cas de sur-performance 102.
3.6.1. Expression de la richesse terminale optimale.
Dans un premier temps, nous avons montre´ que l’expression de la richesse ter-
minale optimale 103, fournie dans le the´ore`me 5, prend une forme diﬀe´rente selon
que le montant du bonus, verse´ en cas de sur-performance, est supe´rieur ou infe´rieur
a` un seuil limite fonction des autres parame`tres du mode`le.
Les principales caracte´ristiques du proﬁl de gain sont les suivantes :
(1) Un proﬁl optimal a` deux e´tats de richesse si le montant du bonus de sur-
performance est ”faible” :
Dans le cas ou` le montant de bonus de sur-performance est infe´rieur ou
e´gal au seuil limite, l’expression de la solution optimale est similaire a` celle
du proble`me e´tudie´e dans la seconde section.
Il s’agit d’une strate´gie a` deux e´tats avec une discontinuite´ de valeur entre
l’e´tat ou` se produit une sous-performance 104 et celui correspondant a` une
sur-performance.
Seule diﬀe´rence avec les re´sultats de la section pre´ce´dente : dans la zone
de sur-performance, le budget de risque est plus important et comprend
un terme supple´mentaire qui est proportionnel au montant du bonus de
sur-performance.
102. Il s’agit de la forme ge´ne´rale donne´e par l’e´quation 1.1 de la section 1.2, sous l’hypothe`se
supple´mentaire d’un benchmark ﬁxe (i.e. la cible de richesse ﬁnale de l’investisseur est ﬁxe).
La structure de re´mune´ration de l’asset manager comprend les quatre composantes suivantes : des
frais de gestion sur encours, une commission de gestion incitative syme´trique, des frais de sur-
performance (asyme´trique), ainsi qu’une composante incitative ”binaire” prenant la forme d’un
bonus ﬁxe paye´ en cas de sur-performance.
103. Expression de la richesse ﬁnale optimale en fonction de la valeur du portefeuille d’actif
risque´ sous-jacent (portefeuille a` croissance optimale ou logarithmique).
104. intervalle des valeurs du portefeuille d’actifs risque´s sous-jacent, i.e. le portefeuille a` crois-
sance optimale, pour lesquelles la richesse terminale est en dessous du niveau cible de richesse
ﬁnale.
210 4. INCITATIONS FINANCIE`RES ET BENCHMARKING
(2) Un proﬁl a` trois e´tats de richesse si le montant du bonus de sur-performance
est ”e´leve´” :
Dans le cas ou` le montant du bonus est supe´rieur ou e´gal au seuil li-
mite, l’expression de la solution optimale prend une forme a` trois e´tats.
Pour les deux intervalles de valeurs du portefeuille sous-jacent les plus
extreˆmes, correspondant a` une sous-performance ou a` une sur-performance
par rapport au niveau de richesse cible, on retrouve les meˆmes expressions
que celles des deux e´tats du cas pre´ce´dent (i.e. niveau de bonus ”faible”).
Dans le troisie`me e´tat de valeurs me´dianes du sous-jacent, la richesse
optimale pour l’asset manager est e´gale a` cible ﬁxe de richesse ﬁnale de
l’investisseur (gestion passive).
(3) Un seuil limite qui est fonction du niveau de risque et du degre´ d’incita-
tion ﬁnancie`re
Le seuil limite de bonus, au-dessus duquel il devient optimal pour l’asset
manager d’imple´menter une gestion passive dans un intervalle de valeurs
me´dianes du sous-jacent (expression a` trois e´tats de richesse), est fonction
croissante des trois parame`tres suivants :
– le montant de la commission de gestion ﬁxe ou, ce qui revient au meˆme,
le seuil implicite de sous-performance maximale tole´re´e ;
– le ”degre´ d’incitation ﬁnancie`re” repre´sente´ par le ratio entre le taux de
frais de sur-performance (commission asyme´trique) et le taux de frais
de gestion sur encours (commission syme´trique) ;
– le parame`tre de tole´rance au risque de l’asset manager qui se de´ﬁnit
comme l’inverse du parame`tre d’aversion au risque.
(4) Un proﬁl de gain qui est discontinu et asyme´trique
Le ”pay-oﬀ” du portefeuille optimal 105, exhibe un saut de richesse au
niveau d’un point ”limite” de valeur du portefeuille sous-jacent se´parant
la zone de sous-performance avec la zone de sur-performance ou de neu-
tralite´ par rapport a` la richesse cible (selon qu’il s’agit de l’expression a`
deux ou a` trois e´tats de richesse).
L’expression de la richesse ﬁnale du portefeuille optimal est asyme´trique :
cette asyme´trie traduit la diﬀe´rence entre la forme de la strate´gie optimale
dans l’e´tat de sur-performance et dans l’e´tat de sous-performance.
L’asyme´trie entre ces deux e´tats est d’autant plus importante que le niveau
d’incitation ﬁnancie`re est e´leve´ : ce dernier e´tant une fonction croissante,
d’une part, du ratio entre taux des frais de gestion variables et taux de
frais de gestion sur encours, et d’autre part, du montant de bonus verse´
105. On rappelle que nous de´signons par ”pay-oﬀ” l’expression de la richesse ﬁnale optimale en
fonction de la valeur du portefeuille d’actif risque´ sous-jacent (portefeuille a` croissance optimale
ou logarithmique).
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en cas de sur-performance.
(5) Une double forme de conﬂit d’inte´reˆt entre le ge´rant et l’investisseur
Une premie`re forme de conﬂit d’inte´reˆt provient, comme dans le cadre de
la section pre´ce´dente, de l’asyme´trie de l’expression de la valeur terminale
optimale entre la zone de sur-performance et la zone de sous-performance ;
celle-ci traduit l’appe´tit accru de l’asset manager pour le risque dans une
zone de valeurs e´leve´es du sous-jacent.
Un deuxie`me type de conﬂit d’inte´reˆt concerne plus particulie`rement les
cas ou` le montant du bonus est suﬃsamment e´leve´ pour inciter l’asset
manager a` mettre en place une strate´gie partielle d’assurance de porte-
feuille ; ce qui, dans ce cas, traduit une forte aversion a` la perte de l’asset
manager dans un intervalle de valeurs me´dianes du sous-jacent.
(6) Comparaison avec la litte´rature existante
Le proble`me conside´re´ ge´ne´ralise, par certain aspects, deux articles de´ja`
publie´es dans la litte´rature :
– le mode`le de frais de [Hodder Jackwerth, 2006] : il s’agit du proble`me
conside´re´e dans la seconde section (i.e. re´mune´ration sans bonus de
sur-performance) dans le cas particulier ou` l’asset manager est CRRA.
Dans ce cas, la strate´gie optimale prend la forme a` deux e´tats de´crite
pre´ce´demment.
– le mode`le de ﬂux de [Basak et al., 2008] : ce mode`le de ﬂux corres-
pond analytiquement a` notre mode`le de frais dans le cas particulier ou`
la structure de re´mune´ration est line´aire par morceaux en fonction de
l’encours. Dans ce cas, la strate´gie optimale prend la forme a` trois e´tats
de´crite pre´ce´demment.
3.6.2. Sensibilite´ de la strate´gie dynamique optimale aux parame`tres de la re´mune´ration
incitative.
Nous plac¸ant sous les hypothe`ses restrictives du mode`le de B&S, nous avons dans
un second temps, e´tudie´ la sensibilite´ du proﬁl de gain optimal et de l’allocation dy-
namique correspondante au changement de valeur des parame`tres de re´mune´ration
(et de risque) du mode`le.
Les principaux re´sultats obtenus sont les suivants :
(1) Sensibilite´ du proﬁl de gain au niveau d’incitation ﬁnancie`re :
La sensibilite´ du proﬁl de gain aux changements de la politique de re´mune´ration
incitative de´pend de la nature de l’incitation ﬁnancie`re conside´re´e :
Une augmentation du montant de bonus, toute chose restant e´gale par
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ailleurs, aura tendance a` diminuer le niveau de risque de la strate´gie opti-
male ; le niveau de perte potentielle e´tant re´duit et l’amplitude de l’inter-
valle correspondant a` une gestion passive plus grande (ceci se faisant au
de´triment des deux autres intervalles ou` il est optimal de ge´rer activement
le portefeuille).
A l’oppose´ un niveau de taux de frais de sur-performance plus e´leve´ sera
synonyme d’un proﬁl de gain plus risque´.
(2) Impact sur le niveau d’exposition a` l’actif risque´ de la valeur du bonus de
sur-performance :
Pour les niveaux ”faibles” de bonus, on retrouve la courbe en forme de
”cloche” asyme´trique de´crite dans la section pre´ce´dente (cas particulier ou`
le montant du bonus verse´ est nul) avec une sur-exposition, par rapport
au cas sans incitation ﬁnancie`re, dans une zone me´diane de valeurs du
sous-jacent.
Pour les niveaux de bonus ”e´leve´”, il s’agit d’une courbe en forme de
”v” avec, a` l’oppose´ du cas pre´ce´dent, une sur-exposition dans les zones
de valeurs basses et hautes de l’actif risque´ et une sous exposition dans
la zone me´diane de valeurs du sous-jacent ou` il est optimal pour l’asset
manager de ge´rer passivement le portefeuille de l’investisseur.
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4. Crite`re Moyenne Variance avec re´mune´ration minimale
4.1. Proble`me d’investissement conside´re´ et expression de la richesse
terminale optimale.
Nous conside´rons a` nouveau le proble`me de l’asset manager qui rec¸oit mandat
de ge´rer un portefeuille pour le compte d’un investisseur en contrepartie d’une
re´tribution ﬁnancie`re.
Le cadre d’analyse est le meˆme que celui de´crit dans la premie`re section du pre´sent
chapitre :
(1) Nous faisons les hypothe`ses suivantes :
– Toutes les contraintes de gestion (le choix du benchmark et la structure
de re´mune´ration inte´grant une commission sur encours et, e´ventuellement,
une commission de performance) sont ﬁxe´es dans le cadre d’un mandat
de gestion avant la date d’investissement.
– L’asset manager cherche a` maximiser, a` un horizon d’investissement
ﬁxe´, l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration.
– Cet horizon d’investissement est choisi en accord avec l’investisseur don-
nant mandat de gestion ; il correspond a` la date de ﬁn de mandat de
gestion, date a` laquelle le paiement de la commission du ge´rant de por-
tefeuille est suppose´ avoir lieu.
(2) Nous analysons l’expression de la strate´gie dynamique optimale suivie par
l’asset manager avec incitation ﬁnancie`re et la comparons a` celle de l’asset
manager de ”re´fe´rence” ne recevant pas d’incitation ﬁnancie`re 106.
De plus, nous faisons l’hypothe`se que le benchmark conside´re´ est un seuil de ri-
chesse ﬁxe (BT ≡ W 0) et nous conside´rons le cas particulier de la structure de
re´mune´ration la plus courante en pratique, donne´e par l’expression suivante :
FT (WT ) ≡ b WT + c (YT )+
avec b qui de´signe les frais de gestion sur encours et c les frais de gestion de sur-
performance,
avec YT ≡ WT − W 0 l’e´cart entre la valeur du portefeuille et la richesse cible
et avec W 0 qui de´signe la cible de richesse ﬁnale de l’investisseur.
Nous nous inte´ressons dans cette section au cas particulier ou` la fonction d’uti-
lite´ HARA de l’asset manager est une fonction quadratique.
106. Il s’agit du cas ou` l’investisseur ne paye pas de commission de sur-performance au ge´rant
et que seule une commission sur encours est perc¸ue ; dans ce cas particulier, la re´mune´ration de
l’asset manager est proportionnelle a` la valeur total des actifs du portefeuille ge´re´ et la strate´gie
optimale pour les deux investisseurs est la meˆme (i.e. seul cas de ﬁgure ou` il n’y a pas de conﬂit
d’inte´reˆt).
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Son expression est la suivante : v(x, x0) ≡ u∗(x0 − x) ≡ − (x0−x)22
avec les variables et parame`tres de cette expression de´ﬁnis comme dans la sec-
tion 1 du pre´sent chapitre :
x ≡ FT (WT ) ≡ b WT + c (YT )+ de´signe la re´mune´ration de l’asset manager,
x0 ≡ (1 − α0) × FT (W 0) ≡ (1 − α0) × b W 0 le niveau de re´mune´ration maxi-
male cible ou` on suppose que α0 < 0.
Soit encore, en posant z
′ ≡ (FT (WT )− FT (W 0))/b ≡ YT + d (YT )+, avec d ≡ c/b,
et a ≡ −α0 ×W 0 > 0 ou` a > 0 :
v(x, x0) ≡ u∗(x0 − x ≡ b(a− z′)) ∼= w(z′) ≡ u∗(a− z′).
Finalement, de manie`re e´quivalente, nous conside´rons la forme de fonction d’utilite´
quadratique plus connue suivante 107 :
u(z
′
) = z
′ − (z′)2/2a
Notre motivation est double :
(1) D’une part, le choix d’une fonction d’utilite´ quadratique revient a` conside´rer
implicitement que le crite`re d’investissement est celui du proble`me moyenne
variance, crite`re tre`s re´pandu en gestion pour compte de tiers.
(2) D’autre part, la fonction d’utilite´ quadratique appartient au sous-ensemble
des fonctions d’utilite´ HARA ayant un proﬁl de richesse ”concave” 108 qui
est comple´mentaire du sous-ensemble des fonctions d’utilite´ HARA avec
un proﬁl ”convexe” 109 de´ja` conside´re´ dans les sections pre´ce´dentes.
Nous partons du constat qu’une incitation ﬁnancie`re a` la performance induit
ne´cessairement l’asset manager a` modiﬁer son comportement d’investissement ; cela
pouvant le conduire, dans certains cas de´crits dans les sections pre´ce´dentes, a` un de´-
investissement en actif risque´ ou au contraire a` une prise de risque supple´mentaire.
Nous cherchons a` savoir si la prise en compte d’une contrainte d’assurance de por-
tefeuille supple´mentaire peut avoir un eﬀet correctif sur les comportements d’inves-
tissement de l’asset manager induits par l’existence d’une incitation ﬁnancie`re et
non souhaitables du point de vue de l’investisseur ﬁnal 110.
107. En eﬀet, on a u(z
′
) = u∗(a − z′ )/a+ a/2 ∼= w(z′) ≡ u∗(a− z′)
108. En eﬀet, l’expression de la fonction d’utilite´ quadratique correspond a` celle donne´e par
l’e´quation (2.1) dans le cas particulier ou` γ ≡ −1, C1 ≡ −1/A , C2 ≡ A/2 et A ≡ a > 0. Ce qui
correspond bien a` un proﬁl ”concave” puisque γ < 0 et C1 < 0.
109. Il s’agit des fonctions d’utilite´ HARA dont l’expression est donne´e par l’e´quation (2.1) dans
le cas ou` γ > 0 et C1 > 0.
110. [Basak et al., 2008] suivent une approche similaire : ils analysent dans le cadre d’un
mode`le de ﬂux de fonds ou` la re´mune´ration de l’asset manager est lie´e au montant de nouvelles
souscriptions, l’eﬀet de l’introduction d’une contrainte de protection sur le comportement de l’asset
manager ”CRRA” (i.e. suppose´ avoir une aversion pour le risque constante).
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Nous faisons donc l’hypothe`se supple´mentaire que l’asset manager doit prendre en
compte une contrainte d’assurance de portefeuille sur la richesse ﬁnale (WT ≥ W ).
Nous supposons que la valeur de cette richesse minimale est supe´rieure a` 0, i.e.
W ≥ 0 (cas limite d’aversion minimale correspondant a` exclure la possibilite´ d’un
niveau de re´mune´ration ne´gatif pour l’asset manager 111).
Nous supposons e´galement que cette valeur plancher est infe´rieure au seuil de ri-
chesse au dela` duquel une commission de sur-performance est paye´e a` l’asset ma-
nager, i.e. W < W 0 ; en eﬀet, dans le cas contraire, cela reviendrait a` supposer
que l’investisseur paye des frais variables en dessous du niveau tole´re´ de richesse
minimum.
Ce double objectif (optimisation moyenne variance et contrainte d’assurance de
portefeuille) peut s’interpre´ter de deux manie`res :
(1) Premie`re hypothe`se : les deux contraintes de gestion sont impose´es par
l’investisseur dans le cadre du contrat de de´le´gation de gestion qui le lie
a` l’asset manager 112.
Dans ce cadre, l’asset manager est tenu d’eﬀectuer les investissements
pour lesquels il a le mandat de gestion en suivant un processus de gestion
qui inte`gre ce double objectif :
– Objectif de maximisation de la performance sous contrainte d’un seuil
maximum de volatilite´ (se traduisant par le choix du parame`tre de
tole´rance au risque, a, de la fonction d’utilite´, dont le niveau est im-
pose´ par l’investisseur a` l’asset manager).
– Contrainte d’assurance de portefeuille ; celle-ci aura pour eﬀet de mi-
tiger, le cas e´che´ant, la prise de risque supple´mentaire de l’asset ma-
nager en cas de sous-performance (risque potentiellement pris aﬁn de
”maximiser” ses chances de recevoir une part de commission variable
supple´mentaire).
(2) Seconde hypothe`se : inde´pendamment des choix de l’investisseur, ce double
objectif correspond aux propres choix de l’asset manager (ou lui est im-
pose´ par exemple par son risk manager) qui souhaite s’assurer d’un niveau
de re´mune´ration minimum et controˆler l’e´cart type de sa richesse.
111. Cela revient e´galement a` exclure la ne´gativite´ de la valeur ﬁnale du portefeuille de l’inves-
tisseur ; en eﬀet la richesse terminale, qui correspond a` la strate´gie optimale du proble`me Moyenne
Variance sans contrainte de protection, peut prendre des valeurs ne´gatives, ce qui n’est pas souhai-
table en pratique quel que soit le niveau d’aversion de l’asset manager et de l’investisseur donnant
mandat de gestion.
112. Par exemple, dans le cas d’un fonds de´die´, les termes de´ﬁnissant la gestion sont re´dige´es
dans le cadre d’un document juridique appele´ prospectus du fonds ; ce document doit inclure
non seulement la structure de tariﬁcation en vigueur, mais aussi le cas e´che´ant les contraintes de
risque que doit respecter le ge´rant telles qu’un niveau de volatilite´ maximale ou une contrainte
d’assurance de portefeuille.
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Par conse´quent, nous supposons qu’il y a, selon les cas, une ou deux sources de
conﬂit d’inte´reˆt entre l’investisseur et l’asset manager : la premie`re e´tant duˆe,
comme dans les sections pre´ce´dentes, a` l’existence d’une incitation ﬁnancie`re, la
seconde provenant, le cas e´che´ant, de l’e´cart entre le niveau de protection conside´re´
par l’asset manager et celui souhaite´ par l’investisseur ﬁnal (seulement sous l’hy-
pothe`se (2) ci-dessus).
Quelque soit l’hypothe`se faite, il en re´sulte que l’asset manager a des pre´fe´rences
d’investissement se traduisant par le proﬁl de risque mixte suivant :
– convexe pour les valeurs de richesse faibles (provenant de la contrainte de
protection).
– concave pour les valeurs e´leve´es de richesse provenant du choix particulier
d’une fonction d’utilite´ quadratique 113.
Sous ces hypothe`ses, le proble`me de l’asset manager prend la forme suivante :
Proble`me 17.
(P17)
{
max
YT∈ L2(P )
E
{
u(YT + d (YT )
+
)
}
s.a. E(YT /HT ) ≡ 1−W 0 E {1/HT} ; YT ≥ Y 0
avec :
YT ≡ WT −W 0: l’e´cart entre la valeur ﬁnale du portefeuille, WT , et la cible de ri-
chesse de l’investisseur, W 0, avec 0 ≤ W 0 ≤ 1/E {1/HT } 114,
Y 0 ≡ W −W 0: le niveau de sous-performance maximale tole´re´e
avec −W 0 ≤ Y 0 ≤ 0 115,
u(z) = z − z2/2a: la fonction d’utilite´ quadratique de l’asset manager, avec a, a > 0,
le parame`tre de tole´rance au risque de l’asset manager,
113. Le choix d’une fonction d’utilite´ quadratique implique en particulier que les parame`tres
d’aversion relative et absolue au risque sont des fonctions croissantes du niveau de richesse.
114. Hypothe`se faite sans perte de ge´ne´ralite´ qui permet de conserver une simplicite´ d’e´criture
dans l’e´nonce´ de notre proble`me.
Cette hypothe`se revient a` ne conside´rer que les niveaux de richesse ﬁnale atteignables par une
strate´gie admissible de montant d’investissement initial infe´rieur ou e´gal a` un (i.e. strate´gie d’as-
surance de portefeuille avec cible de protection du capital).
Dans le cas contraire (strate´gie avec cible de sur-performance par rapport a` l’obligation Ze´ro-
Coupon, actif sans risque a` l’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple change-
ment de variables, se ramener au cas ou` la richesse cible est exactement e´gale a` la performance de
l’actif Ze´ro-Coupon.
Notons enﬁn que la re´solution de ce proble`me est inde´pendante, a` la contrainte de budget pre`s,
du choix du benchmark (ﬁxe ou stochastique) .
115. Remarquons si l’on pose W ≡ ρ × W 0 avec 0 ≤ ρ < 1, on a Y 0 = (ρ − 1) × W 0, et la
contrainte explicite de protection se re´-e´crit WT ≥ ρ×W 0.
En particulier, on a Y 0 = 0 (contrainte de protection maximum) pour ρ = 1 (et dans ce cas
W ∗T = W
0 sauf si W 0 < 1/E {1/Ht}).
De meˆme, on a Y 0 = −W 0 (contrainte de protection minimum) pour ρ = 0.
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d ≡ c/b : le rapport entre le taux de la commission de sur-performance et le taux de
la commission de gestion sur encours, avec 0 < b < 1 et 0 ≤ c ≤ 1− b.
Le proble`me (P17) sans contrainte de protection, i.e. Y 0 ≡ −∞, s’identiﬁe au
proble`me (P15) dans le cas particulier ou` la fonction d’utilite´ est quadratique.
L’expression de la solution optimale est donne´e dans le the´ore`me 4.
L’introduction d’une contrainte supple´mentaire d’assurance de portefeuille (ou, de
fac¸on e´quivalente, de montant minimum de re´mune´ration pour l’asset manager),
i.e. Y 0 > −∞, rend plus complexe la re´solution du proble`me.
Nous pre´sentons dans le the´ore`me qui suit, l’expression de la solution optimale
du proble`me (P17)
The´oreme 6. La richesse terminale solution du proble`me (P17) est donne´e
par l’expression suivante :
(1) Pour ζ ≥ ζ∗ ≡ d/(d+ 2) 116,
Y ∗T =


a
1+d (1− 11+d kHT ) si HT > H∗
a(1− kHT ) si H
∗ < HT ≤ H∗
Y 0 si HT ≤ H∗
(2) Pour 0 < ζ ≤ ζ∗,
Y ∗T =
{
a
1+d(1− 11+d kHT ) si HT > H∗
Y 0 si HT ≤ H∗
avec H∗ = k1+d/(d+2) , H
∗ = k1+ζ , H
∗ ≡ k1+d
[
1 + ζ + dζ
(
1−
√
1 + 2(ζ+1)dζ
)]−1
117
avec ζ ≡ −Y 0/a
L’expression de la richesse terminale optimale donne´e dans le the´ore`me (6) prend
une forme diﬀe´rente selon le niveau de sous-performance maximale conside´re´, Y 0 :
(1) Cas ζ ≥ ζ∗ ⇔ Y 0 ≤ −ζ∗ × a < 0
Dans ce cas, correspondant aux plus faibles niveaux de protection, la
strate´gie optimale est similaire a` la strate´gie sans contrainte ; seule diﬀe´rence,
elle exhibe trois e´tats de richesse au lieu de deux pour le cas sans contrainte
de protection. Dans le troisie`me e´tat de richesse, la contrainte de protec-
tion est active, et la richesse ﬁnale du portefeuille en exce`s du niveau cible
de l’investisseur est e´gale au niveau de perte maximale tole´re´e (i.e. Y 0).
116. ζ∗ est solution de H∗ = k/ (1 + ζ)). De fac¸on e´quivalente, ζ∗ ≡ d/(d + 2) est solution de
l’e´quation suivante : f (1 + ζ) = 0 avec f (x) ≡ g(x/(1 + d))− g(1 + ζ) +Aζ(1 + ζ − x) ou encore
f (1 + ζ) ≡ g((1 + ζ)/(1 + d)) − g(1 + ζ) = 0 avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] ≡ A
2
(1 − x)2.
117. k/H∗ est solution de l’e´quation suivante : f
(
k
H∗
)
= 0 avec f (x) ≡ g(x/(1 + d)) − g(1 +
ζ) +Aζ(1 + ζ − x) et avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] ≡ A
2
(1− x)2
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(2) Cas 0 < ζ ≤ ζ∗ ⇔ −ζ∗ × a ≤ Y 0 < 0
Dans ce cas, correspondant a` une contrainte de protection plus forte,
seul deux e´tats sur trois subsistent : l’e´tat des richesses e´leve´es, ou` la
strate´gie suivie par l’asset manager consiste a` augmenter sa re´mune´ration
par rapport a` celle perc¸ue dans le cas sans incitation ﬁnancie`re, et l’e´tat
de protection de la richesse dans lequel la richesse ﬁnale du portefeuille
en exce`s du niveau cible de l’investisseur est e´gale a` Y 0.
On remarquera qu’il existe une discontinuite´ entre ces deux e´tats de ri-
chesse puisqu’on a H∗ > k1+d > H
0 ≡ k(1+d)(1+(1+d)ζ) 118.
D’autre part, quand la valeur de ζ diminue, le niveau de protection aug-
mente et la longueur de l’intervalle des valeurs basses du sous-jacent HT ,
ou` la contrainte d’assurance de portefeuille est active, diminue.
A la limite, quand ζ → 0, on a H∗ → k/(1+d), et Y 0 → 0. Autrement dit,
la strate´gie limite s’identiﬁe a` une strate´gie d’assurance de portefeuille de
niveau de protection W 0 si W 0 × E {1/HT } < 1 119.
On notera que dans le cas central correspondant a` ζ = ζ∗, les deux expressions de
la strate´gie se confondent : en eﬀet, on a : ζ = ζ∗ ⇒ H∗ = H∗ = H .
Finalement, on rappelle que, sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a` deux : la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du porte-
feuille de Merton, H∗t , et enﬁn, celle de l’actif risque´, Mt
120.
Cette proprie´te´ nous permettra, a` tout instant t, d’exprimer la valeur de la ri-
chesse optimale en exce`s du celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ;
cette expression nous sera utile dans la suite pour analyser les proprie´te´s de la
strate´gie optimale.
4.2. Analyse de sensibilite´ du pay-oﬀ optimal.
En nous appuyant sur le meˆme exemple d’application nume´rique que dans les sec-
tions pre´ce´dentes, dans le cadre particulier du mode`le de Black & Scholes a` deux
actifs, nous analysons la sensibilite´ du proﬁl de gain aux variations des parame`tres
de re´mune´ration et de risque du mode`le conside´re´.
Nous comparerons le proﬁl de gain ﬁnal (”pay-oﬀ”) de l’asset manager recevant
des frais de gestion variables (c = 0) avec celui de l’asset manager sans incitation
118. Ce qui implique que Y ∗T
(
H∗
)
> Y ∗T
(
H0
) ≡ Y 0.
119. pour W 0×E {1/HT } = 1, la strate´gie limite s’identiﬁe a` la strate´gie passive, pour laquelle
on a Y ∗T = 0 out encore W
∗
T = W
0 .
120. En particulier, dans le cadre du mode`le de B&S, on obtient les proprie´te´s de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de
Merton, H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement : on a, Ht = Ψ(t)(Mt)h
avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(µσ−σ2 −λ2 ))t = e(1−h)(r+λ
2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
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ﬁnancie`re (c = 0). Nous nous inte´resserons en particulier a` l’eﬀet, sur le proﬁl de
gain optimal, d’une contrainte de protection explicite, YT ≥ Y 0 p.s., avec Y 0 > −∞
couple´e a` l’existence d’une forme de re´mune´ration incitative.
4.2.1. Sensibilite´ aux variations du taux des frais de gestion variables c.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, l’exce´dent de richesse du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.43)), de l’asset manager
(cf. ﬁgure (Fig.44)) et de l’investisseur ﬁnal (cf. ﬁgure (Fig.45)), en fonction de la
valeur du sous-jacent, MT .
Ces ﬁgures illustrent le caracte`re discontinu du proﬁl de gain optimal pour l’asset
manager avec incitation ﬁnancie`re. En eﬀet, celui-ci ressemble au ”pay-oﬀ” d’une
option binaire.
La strate´gie dynamique suivie par l’asset manager avec incitation ﬁnancie`re ex-
hibe les caracte´ristiques suivantes :
– Dans l’intervalle de valeurs de l’actif risque´ les plus basses, ou` la contrainte
de protection joue, la performance de la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re
est en ligne avec la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge).
– Dans un intervalle de valeurs interme´diaires/basses de l’actif risque´ et uni-
quement pour les niveaux de taux de frais de gestion variables infe´rieur a`
un seuil (dans notre exemple nume´rique en dessous de 7%, cf. courbe pour
c = 1%) 121, la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re sous-performe la strate´gie
sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge).
– Dans un intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´, le portefeuille avec
incitation ﬁnancie`re sur-performance le portefeuille de re´fe´rence sans incita-
tion ﬁnancie`re (courbe rouge) (voir la ﬁgure (Fig.43)). De plus, le montant
de la re´mune´ration de l’asset manager par rapport au cas sans incitation ﬁ-
nancie`re est conside´rable et croˆıt avec la valeur du taux des frais de gestion
variables (voir la ﬁgure (Fig.44)).
– Enﬁn, dans un intervalle de valeurs e´leve´es de l’actif risque´, le portefeuille
avec incitation ﬁnancie`re sous-performe tre`s nettement la strate´gie sans inci-
tation ﬁnancie`re (courbe rouge). L’amplitude de cette sous-performance croˆıt
avec la valeur du taux des frais de gestion la commission variable, c (voir la
ﬁgure (Fig.45)).
On en de´duit que, la conside´ration d’une contrainte explicite de protection de la
richesse couple´e au choix d’une fonction d’utilite´ quadratique, limite fortement
l’e´tendue de la zone de sous-performance par rapport a` la strate´gie sans incita-
tion ainsi que le niveau de cette sous-performance ; ce qui n’est pas le cas pour le
proﬁl convexe de l’asset manager CRRA, avec contrainte implicite de protection,
e´tudie´ dans les sections pre´ce´dentes.
121. toute chose restant e´gale par ailleurs
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Figure 43. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau du taux des frais de gestion variables c
Figure 44. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse
de l’asset manager - eﬀet du niveau du taux des frais de gestion
variables c
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Figure 45. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse de
l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau du taux des frais de gestion
variables c
A titre d’analyse comple´mentaire, nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.46)
ci-dessous les valeurs prises par les ”strikes”, note´s M∗, M∗∗ et M0, 122, en fonction
de la valeur du taux des frais de gestion variables.
Nous distinguons le cas avec protection du capital investi (i.e. Y 0 = −22%) et
le cas sans protection (i.e. Y 0 = −∞).
(1) cas sans protection du capital : Y 0 = −∞
Dans ce cas, on observe que, toute chose restant e´gale par ailleurs, la
hausse du taux des frais de gestion variables, c, a pour eﬀet de faire bais-
ser le niveau du strike M∗ (courbe violette).
Ainsi, la zone des valeurs de richesse e´leve´es (ou` il y a sur-performance
et pour laquelle le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re, d ≡ c/b, joue un roˆle
d’eﬀet de levier multiplicatif dans l’expression de la richesse de l’asset ma-
nager) s’e´tend au de´triment de la zone de sous-performance.
(2) cas avec protection du capital : Y 0 = −22%
122. Il s’agit des diﬀe´rents seuils de valeurs ﬁnales de l’actif risque´, MT , qui se´parent les e´tats
de la richesse ﬁnale ou` l’expression prend une forme diﬀe´rente. Nous utilisons la terminologie
”strikes” pour de´signer ces valeurs car, comme nous le pre´ciserons dans la sous-section suivante,
la strate´gie optimale peut se de´composer en position e´le´mentaires optionnelles dont les strikes sont
justement ces valeurs a` une transformation pre`s.
Sous l’hypothe`se du mode`le d’actifs de B&S, il existe une fonction de correspondance bi-univoque
entre Mt, la valeur de l’actif risque´ a` la date t, et Ht celle du portefeuille de croissance optimale ;
ainsi les valeurs de M∗, M∗∗, M0 se de´duisent respectivement de celle de H∗, H∗, H∗ (dont les
expressions sont donne´es dans le the´ore`me (6)) par cette formule de correspondance.
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Dans le cas ou` l’asset manager doit tenir compte d’une contrainte de
protection, et toute chose restant e´gale par ailleurs, nous observons que le
changement de valeur du taux des frais de gestion variables, c, modiﬁe la
forme de la strate´gie de la manie`re suivante :
(a) pour les valeurs du taux des frais de gestion variables, c, en des-
sous d’un seuil (correspondant dans l’exemple conside´re´ a` ap-
proximativement 8%) :
L’expression de la richesse optimale est celle a` trois e´tats de
richesse donne´e dans le the´ore`me (6). Cette expression peut
eˆtre vue comme celle de la richesse optimale du proble`me sans
contrainte de protection a` laquelle s’ajoute un troisie`me e´tat cor-
respondant aux valeurs les plus basses du sous-jacent (M ≤ M0)
pour lesquelles la protection joue et la strate´gie n’est plus inves-
tie en actif risque´.
De plus, nous observons que la valeur de M∗ de´croˆıt et celle
de M0 croˆıt avec le parame`tre c.
Autrement dit, au fur et a` mesure que le niveau conside´re´ du
taux des frais de gestion variables, c, augmente, la zone de va-
leurs faibles de l’actif risque´ (pour laquelle la strate´gie du ge´rant
est passive) et la zone de valeurs e´leve´es (pour laquelle l’expres-
sion de la richesse favorise la re´mune´ration de l’asset manager
relativement a` la zone de sous-performance) s’e´tendent.
Cela se fait au de´triment de la zone me´diane de valeurs du sous-
jacent ou` l’expression n’est pas favorable a` la re´mune´ration du
ge´rant 123.
(b) Pour les valeurs du taux des frais de gestion variables, c, au-
dessus de ce meˆme seuil (8% dans notre exemple nume´rique) :
La strate´gie optimale admet l’expression a` deux e´tat donne´e du
the´ore`me (6).
Dans ce cas, il n’y a qu’un seul strike M∗∗, et nous observons
que la valeur de M∗∗ est une fonction de´croissante du taux des
frais de gestion variables, c.
De plus, l’intervalle de valeurs e´leve´es de l’actif risque´, ou` il y
a sur-performance (cas favorable a` l’asset manager), s’e´tend au
de´triment de l’intervalle de valeurs basses de l’actif risque´ dans
lequel la strate´gie optimale consiste a` re´pliquer passivement le
benchmark.
123. En eﬀet, dans cet intervalle de valeurs de l’actif risque´ ou` il y a sous-performance par rapport
au benchmark, l’expression est similaire a` celle de la strate´gie sans incitation (a` la constante de
budget pre`s).
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Nous en de´duisons que, la prise en compte d’une contrainte d’assurance de por-
tefeuille tend a` modiﬁer de fac¸on conside´rable le comportement de l’asset manager
recevant des frais de gestion variables en l’incitant a` re´duire son proﬁl de risque de
la fac¸on suivante :
– En augmentant par rapport au cas sans contrainte de protection, le seuil de
valeur de MT au-dessus duquel la strate´gie est le plus impacte´e par l’incita-
tion ﬁnancie`re (e´tat de richesse le plus e´leve´).
– En arbitrant, en partie ou inte´gralement (d’autant plus que la valeur du taux
des frais de gestion variables, c, est e´leve´e), l’e´tat ou` l’asset manager ge`re ac-
tivement le portefeuille et ou` se produit une sous-performance au proﬁt d’un
e´tat de gestion passive sans exposition a` l’actif risque´.
Figure 46. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs des strikes en
fonction du taux des frais de gestion variables c avec ou sans
assurance de portefeuille (Y 0 = −∞ ou Y 0 = −22%)
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4.2.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre de tole´rance au risque, a, et aux
variations du seuil de protection du capital, Y 0.
Nous avons repre´sente´ sur les deux ﬁgures ci-dessous, pour diﬀe´rentes valeurs de
chacun des deux parame`tres de risque du mode`le, la valeur ﬁnale de la strate´gie
optimale en fonction de celle de l’actif risque´.
(1) Eﬀet du changement de la valeur du seuil de protection du capital, Y 0 :
Le montant de la perte dans la zone de sous-performance est une fonction
de´croissante de la valeur du seuil de protection (cf. ﬁgure (Fig.47)).
(2) Eﬀet du changement de valeur du parame`tre de tole´rance au risque, a :
Comme illustre´ sur la ﬁgure (Fig.48), quand la valeur du parame`tre de
tole´rance au risque, a, augmente,
-le niveau de la sur-performance observe´e par rapport a` la cible de ri-
chesse augmente,
-l’intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´, correspondant a` une sur-
performance par rapport a` la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re, s’e´tend
vers des valeurs plus e´leve´es du sous-jacent,
-l’intervalle de valeurs basses du sous-jacent, ou` la contrainte de protection
joue, et ou` une perte est enregistre´e, s’e´tend e´galement vers des valeurs
plus e´leve´es du sous-jacent.
Figure 47. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau de protection du capital Y 0.
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Figure 48. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau de tole´rance au risque a.
4.3. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
4.3.1. Expression de l’allocation dynamique optimale.
Nous pouvons en de´duire l’expression de la valeur interme´diaire et de l’alloca-
tion dynamique correspondant a` la strate´gie dynamique optimale dans le cadre du
mode`le de B&S a` deux actifs (et une seule source de risque).
Proprie´te´ 28. La valeur a` la date t de la solution optimale du proble`me (P17),
note´e Y ∗t , est donne´e par la formule suivante :
(1) Pour ζ ≥ ζ∗ ≡ d/(d+ 2),
Y ∗t = Y
0ZC(T−t)+ak( 1
(1 + d)2
−1)P (It, I∗, T−t)+akP (It, I∗, T−t)+ ad
1 + d
B(It, I
∗, T−t)
(2) Pour 0 < ζ ≤ ζ∗,
Y ∗t = Y
0ZC(T−t)+ ak
(1 + d)2
P (It, I
∗
, T−t)+ adζ
1 + d
{√
1 + 2(ζ + 1)/dζ
}
B(It, I
∗
, T−t)
avec It qui de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, atteignant la richesse
terminale, IT ≡ 1/HT 124,
124. On rappelle qu’il s’agit du portefeuille solution du proble`me dynamique de minimisation
de la norme de la richesse terminale. Dans le cadre du mode`le B&S a` deux actifs conside´re´s,
ce portefeuille s’identiﬁe a` une strate´gie dynamique investissant un poids constant de la richesse
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ζ ≡ −Y 0/a, I∗ = 1/H∗, I∗ = 1/H∗, I∗ = 1/H∗,
avec P (Zt, X, T − t), (resp. B(Zt, X, T − t)) qui de´signe la valeur de l’option put
europe´en, (resp. de l’option Put binaire) de strike X, d’e´che´ance T − t, sur le sous-
jacent Zt, et avec ZC(T-t) qui est le prix de l’obligation Ze´ro-Coupon d’e´che´ance
T − t dans le cadre du mode`le de Black & Scholes.
Proprie´te´ 29. Dans le cadre du mode`le de Black & Scholes (a` une seule
source de risque), l’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspondant au
proble`me (P17) est donne´e par l’expression suivante :{
w∗tW
∗
t investi (en cash) dans l’actif risque´ M
(1− w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
avec w∗tW ∗t ≡ wBBt + dW
∗
t
dIt
(−h)It est donne´e par la formule suivante 125 :
– Pour ζ ≥ ζ∗ ≡ d/(d+ 2),
w∗tW
∗
t = akhIt
[(
1
(1 + d)2
− 1
)
N(−d1(I∗)) +N(−d1(I∗))
]
+
ad
1 + d
e−r(T−t)hΦ(d2(I∗))
λ
√
T − t
– Pour 0 < ζ ≤ ζ∗,
w∗tW
∗
t =
ak
(1 + d)2
hItN(−d1(I
∗
))+
adζ
1 + d
{√
1 + 2(ζ + 1)/dζ
} e−r(T−t)hΦ(d2(I∗))
λ
√
T − t
avec N(.), resp. Φ(.) la fonction de re´partition, resp. la fonction de densite´, de la
loi normale et avec d1(X) ≡ ln( ItXe−r(T−t) )/σ∗+σ∗/2
et d2(X) ≡ d1(X)− σ∗ ou` (σ∗)2 ≡ V ar [ln(IT /It)] = (λ)2 × (T − t).
4.3.2. Analyse de la sensibilite´ de l’allocation dynamique optimale aux varia-
tions des diﬀe´rents parame`tres.
Nous analysons a` pre´sent l’eﬀet, sur la strate´gie dynamique optimale, du chan-
gement de valeur du taux des frais de gestion variables, c, du niveau de tole´rance
au risque, a, du niveau de protection du capital, Y 0, ainsi que de la pe´riode restant
a` courir avant l’e´che´ance, T − t.
Nous avons repre´sente´ sur les huit ﬁgures ci-dessous, pour diﬀe´rentes valeurs de
chacun des parame`tres conside´re´s, la valeur, a` une date interme´diaire, du porte-
feuille optimal (note´e Yt
∗) et celle de l’exposition a` l’actif risque´ (note´e Pt ∗ ≡ w∗t ),
en fonction de la valeur de l’actif risque´.
totale dans l’actif risque´, note´ i qui est donne´ par la formule suivante : i ≡ −h ≡ −µ−r
σ2
≡ −λ
σ
.
De plus le processus de prix du portefeuille, note´ It, est un mouvement brownien ge´ome´trique
dont l’expression est la suivante : dIt/It = (r − λ2) dt − λ dZt, ou encore, de fac¸on e´quivalente
It = I0 exp
{
(r − 3
2
λ2) t− λZt
}
avec I0 = e(λ
2−2r)T .
125. avec wB qui de´signe le poids de l’actif risque´ dans le portefeuille benchmark. Sous l’hy-
pothe`se qui est la notre de ”benchmark ﬁxe”, on a wB ≡ 0 puisque l’hypothe`se de ”benchmark
ﬁxe” revient a` choisir l’actif mone´taire comme portefeuille benchmark.
4. CRITE`RE MOYENNE VARIANCE AVEC RE´MUNE´RATION MINIMALE 227
(1) Sensibilite´ aux variations du taux des frais de gestion variables c :
La hausse de la valeur du taux des frais de gestion variables, c, a les
conse´quences suivantes (voir la ﬁgure (Fig.49)) :
– dans la zone de valeurs me´dianes du sous-jacent, la forme concave de la
courbe de valeurs est plus marque´e, et le montant de la sur-performance
par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge) augmente.
– dans la zone de valeurs e´leve´es du sous-jacent, le niveau de sous-performance
par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re augmente.
En ligne avec la forme de la courbe de valeur du portefeuille de la ﬁgure
(Fig.49), on observe sur la ﬁgure (Fig.50), un pic d’exposition a` l’actif
risque´ qui se produit dans une zone de valeurs me´dianes du sous-jacent.
On peut faire les remarques suivantes :
– La valeur de l’actif risque´ ou` se produit le pic d’exposition est une fonc-
tion de´croissante du taux des frais de gestion variables c.
– Pour les niveaux les plus faibles du taux des frais de gestion variables
(dans notre exemple nume´rique en dessous de c = 10%), la hauteur du
pic d’exposition est le´ge`rement supe´rieure a` celle de la strate´gie sans
incitation ﬁnancie`re.
– Au dessus d’un certain seuil du taux de la commission variable (dans
notre exemple nume´rique, approximativement au dessus de c = 10%),
on observe que le niveau du pic d’exposition de´croit au fur et a` mesure
que le parame`tre c augmente. Il devient meˆme, pour les valeurs e´leve´s
du taux des frais de gestion variables c, le´ge`rement infe´rieur au pic d’ex-
position de la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re.
Finalement, on remarquera que l’e´cart d’exposition a` l’actif risque´ relati-
vement au cas sans incitation ﬁnancie`re prend la forme d’une courbe en
”cloche” inverse´e et asyme´trique 126 :
– l’existence de frais de gestion variables dans le contrat de re´mune´ration
implique une sur-exposition par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re
dans une zone de valeurs faibles a` me´dianes du sous-jacent.
– il se produit une sous-exposition importante relativement au cas sans
incitations, dans un intervalle de valeurs me´dianes a` e´leve´es de l’ac-
tif risque´. Ce ”creux” de sous-exposition traduit la forte aversion au
risque de l’asset manager dans la zone de sur-performance par rapport
au benchmark.
126. Ce qui est exactement l’inverse de ce qui se passe pour l’asset manager CRRA : pour
ce dernier, le niveau de sur-exposition par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re, exprime´ en
fonction de la valeur de l’actif risque´, est une courbe en forme de ”cloche”.
228 4. INCITATIONS FINANCIE`RES ET BENCHMARKING
Figure 49. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires
de l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau du taux
des frais de gestion variables c avec t = 4.
Figure 50. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires
de l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau du taux des frais
de gestion variables c avec t = 4.
(2) Sensibilite´ aux variations du seuil de protection du capital Y 0 :
Quand la valeur du seuil de protection du capital, Y 0, baisse, la perte
dans la zone de sous-performance augmente. En paralle`le, dans la zone
de valeur me´diane de l’actif risque´ ou` se produit une sur-performance par
rapport a` la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re, la concavite´ de la courbe
de richesse est plus marque´e (cf. ﬁgure (Fig.51)).
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En ce qui concerne l’allocation dynamique (cf. ﬁgure (Fig.52)), il se pro-
duit un pic d’exposition a` l’actif risque´ dans un intervalle de valeurs
me´dianes de l’actif risque´. De plus son amplitude est une fonction de´croissante
du seuil de protection du capital. Enﬁn, la valeur de l’actif risque´ ou` a lieu
ce pic d’exposition est une fonction de´croissante du seuil de protection du
capital.
Figure 51. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires
de l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de
protection du capital Y 0 avec t = 4.
Figure 52. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires
de l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de protection du
capital Y 0 avec t = 4.
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(3) Sensibilite´ aux variations du parame`tre de tole´rance au risque a :
Quand la valeur du parame`tre de tole´rance au risque, a, augmente (cf.
ﬁgure (Fig.53),
-dans une zone de valeurs me´dianes du sous-jacent : la convexite´ de la
courbe devient plus marque´e et la strate´gie optimale est moins perfor-
mante,
-dans la zone des valeurs du sous-jacent les plus e´leve´es : en meˆme temps
que la concavite´ de la courbe de richesse s’accentue, le gain de la strate´gie
augmente.
Quelle que soit la valeur conside´re´e du parame`tre de tole´rance au risque,
a, un pic d’exposition a` l’actif risque´ se produit dans une zone de valeurs
me´dianes du sous-jacent (cf. ﬁgure (Fig.54)). Le niveau d’exposition maxi-
mum est une fonction croissante de la valeur du parame`tre de tole´rance au
risque, a. Enﬁn, la valeur ”centrale” du sous-jacent ou` le pic d’exposition
a lieu, croˆıt avec la valeur du parame`tre de tole´rance au risque.
A titre de comparaison avec la strate´gie de re´fe´rence sans incitation ﬁ-
nancie`re, on peut faire les remarques suivantes :
-Pour un niveau identique de tole´rance au risque, a : la valeur de l’actif
risque´ ou` a lieu le pic d’exposition est plus basse en pre´sence d’incitation
ﬁnancie`re (courbe bleue, a = 50% et c = 20%) que dans le cas de re´fe´rence
sans incitation ﬁnancie`re (courbe rouge, a = 50% et c = 0%).
-Pour un niveau de tole´rance au risque plus e´leve´ : la valeur de l’ac-
tif risque´ ou` a lieu le pic d’exposition en pre´sence d’incitation ﬁnancie`re
(courbe rose, a = 200% et c = 20%) est plus aligne´ par rapport au cas
sans incitation ﬁnancie`re 127. De plus, la sur-exposition par rapport au cas
sans incitation ﬁnancie`re ressemble a` la courbe en ”cloche” obtenue pour
l’asset manager CRRA (voir la seconde section).
Finalement, on peut en conclure que la hausse du niveau de tole´rance au
risque de l’asset manager a un couˆt pour l’investisseur ﬁnal. Il se traduit
par un risque accru duˆ a` une sur-exposition a` l’actif risque´ dans un in-
tervalle de valeurs me´dianes du sous-jacent. En revanche cela a e´galement
un eﬀet positif : compenser l’aversion au risque e´leve´e de l’asset manager
avec incitation ﬁnancie`re dans la zone de sur-performance.
(4) L’eﬀet du changement de valeur de l’horizon d’investissement, T − t, sur
l’allocation dynamique de l’asset manager avec incitation ﬁnancie`re est
repre´sente´ sur la ﬁgure (Fig.55) (exce´dent de richesse) et la ﬁgure (Fig.56)
(exposition a` l’actif risque´).
Comme le montre la ﬁgure (Fig.56), dans un intervalle de valeurs me´dianes
de l’actif risque´, l’allocation temporelle est contraire a` la re`gle dite de ”bon
127. Ce qui a pour eﬀet de ”corriger” l’eﬀet incitatif de la re´mune´ration en augmentant l’aversion
au risque de l’asset manager dans la zone de sur-performance ainsi que la valeur du plafond de
richesse ﬁnale.
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Figure 53. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires de
l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau de tole´rance
au risque a avec t = 4.
Figure 54. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs interme´diaires
de l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau de tole´rance au
risque a avec t = 4.
sens” (”Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risque´ croissante
en fonction du temps restant a` courir. Ceci est duˆ au proﬁl de gain optimal
de type option digitale (qui traduit la discontinuite´ entre les deux e´tats
de richesses hautes et basses).
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Figure 55. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du temps restant a` maturite´ T − t.
Figure 56. Strate´gie Moyenne-Variance avec incitation ﬁnancie`re
et contrainte d’assurance de portefeuille - exposition a` l’actif risque´
- eﬀet du temps restant a` maturite´ T − t.
4.4. Conclusion de la section.
Nous avons montre´ que pour une valeur suﬃsamment e´leve´e du taux des frais
de gestion variables 128, le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager, ayant une
fonction d’utilite´ quadratique et une contrainte de protection, ressemble a` celui
128. Il s’agit du parame`tre c de notre mode`le et toute chose restant e´gale par ailleurs : pour un
choix donne´ des autres parame`tres Y 0 (seuil maximal de perte autorise´e), a (tole´rance au risque)
et b (frais de gestion sur encours).
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d’une strate´gie optionnelle binaire :
– gestion passive en cas de sce´nario de marche´ de´favorable : richesse ﬁnale e´gale
a` la valeur plancher de la contrainte de protection,
– gestion active faiblement investie en actif risque´, en cas de sce´nario favo-
rable : richesse ﬁnale convergeant tre`s rapidement, quand la valeur de l’actif
risque´ augmente, vers la valeur du seuil de re´mune´ration maximale (niveau
de satie´te´).
Le niveau d’exposition a` l’actif risque´ relativement a` la strate´gie sans incitation ﬁ-
nancie`re, exprime´e en fonction de la valeur de l’actif risque´, ressemble a` une courbe
en forme de ”cloche” inverse´e et asyme´trique :
– exposition nulle, identique a` la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re, pour les
valeurs basses de l’actif risque´,
– le´ge`re sur-exposition par rapport a` la strate´gie sans incitation dans un inter-
valle de valeurs basses a` me´dianes du sous-jacent.
– sous exposition par rapport a` la strate´gie sans incitation dans l’intervalle
des valeurs les plus e´leve´es du sous-jacent ; apre`s avoir atteint rapidement
un niveau maximal, la sous-exposition diminue a` nouveau en convergeant
lentement vers 0, quand la valeur de l’actif risque´ continue de progresser.
Ainsi, la prise en compte d’une contrainte de protection de la richesse permet a` l’in-
vestisseur ﬁnal de se pre´munir, dans les sce´narios de marche´ les plus de´favorables,
d’une situation de sous-performance par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re.
En revanche, elle ne lui permet pas, dans les sce´narios de marche´ favorables, d’e´viter
le comportement fortement averse au risque de l’asset manager.
En eﬀet, de`s que la valeur du portefeuille se situe dans la zone de sur-performance
par rapport au benchmark, l’asset manager va avoir tendance a` diminuer tre`s rapi-
dement son exposition a` l’actif risque´ pour la porter a` ze´ro. Ce qui se traduit, dans
un intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´, par une forte sous-exposition
relativement au cas sans incitation ﬁnancie`re.
La prise en compte d’une contrainte de risque plus agressive (i.e. choix d’une valeur
plus e´leve´e du parame`tre de tole´rance au risque) a pour eﬀet positif de limiter un
de´sinvestissement trop important de la part de l’asset manager tre`s averse au risque
en cas de sur-performance avec le benchmark. En revanche, cela implique e´galement
une prise de risque supple´mentaire de la part de l’asset manager : on observe une
sur-exposition a` l’actif risque´ par rapport au cas sans incitation ﬁnancie`re, dans un
intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´.
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5. Benchmark stochastique et plusieurs sources de risque
Dans la troisie`me section, nous avons re´solu le proble`me d’investissement de l’asset
manager CRRA recevant frais de gestion variables et bonus de sur-performance,
sous l’hypothe`se de ”benchmark ﬁxe” (i.e. cible de richesse ﬁnale ﬁxe).
Nous avons ensuite e´tudie´ les proprie´te´s de la strate´gie dynamique optimale dans
le cadre restrictif du mode`le de B&S a` deux actifs.
Dans cette section, nous ge´ne´ralisons les re´sultats obtenus dans la troisie`me section
de la fac¸on suivante :
(1) Tout d’abord, nous conside´rons que le benchmark est stochastique. Ce
qui implique que la structure de re´mune´ration ﬁnancie`re conside´re´e ici est
plus ge´ne´rale que celle de la troisie`me section. Il s’agit d’une structure de
frais line´aire par morceaux qui de´pend a` la fois de la valeur du portefeuille
et de celle du benchmark de manie`re inde´pendante.
(2) De plus, dans le cadre de l’obtention de la strate´gie dynamique optimale,
nous nous plac¸ons sous l’hypothe`se supple´mentaire du mode`le de B&S
ge´ne´ralise´ a` N actifs risque´s : le marche´ ﬁnancier e´tant compose´ de N +1
actifs, N sources de risque actions et un actif mone´taire sans risque avec
N ≥ 1 . Cela permet en particulier de traiter le cas ou` le benchmark n’est
pas parfaitement corre´le´ au portefeuille de marche´ 129.
Comme dans les sections pre´ce´dentes, nous nous plac¸ons dans le cadre ge´ne´ral de´ﬁni
dans la section 1 ci-dessus :
(1) Structure de re´mune´ration :
Nous faisons l’hypothe`se que, dans le cadre d’un contrat de de´le´gation de
gestion ﬁnancie`re, l’asset manager rec¸oit, a` un horizon d’investissement
ﬁxe´ en accord avec l’investisseur, note´ T, une re´mune´ration globale qui
inte`gre d’une part une commission syme´trique (i.e. inde´pendante de ses
objectifs de performance) et d’autre part une commission non syme´trique
lie´e a` sa performance.
L’expression de cette re´mune´ration est celle de l’e´quation (1.1) de la sec-
tion 1.1 :
FT (WT ) ≡ a∗ WT + b∗ YT + η∗ WT × 1YT≥0 + c∗ max (YT , 0)
avec les meˆmes notations et hypothe`ses que dans la section 1.1.
Expression qui peut se re´-e´crire de la fac¸on suivante :
129. Ce qui n’e´tait pas possible sous les hypothe`ses du mode`le de B&S qui ne compte qu’une
seule source de risque, i.e. N = 1.
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FT (WT ) ≡ a∗ BT + bYT + (η∗ BT + c YT )× 1YT≥0 (5.1)
avec les notations b ≡ a∗ + b∗ et c ≡ η∗ + c∗
(2) Pre´fe´rences d’investissement :
Nous conside´rons que le proble`me d’investissement de l’asset manager est
de maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale, et nous suppo-
sons, comme dans la troisie`me section, que l’asset manager a une aversion
relative au risque constante (pre´fe´rences ”CRRA”) 130.
Sa fonction d’utilite´ est de type iso-e´lastique et son expression est la sui-
vante : u(x) ≡ x1−γ1−γ ou` γ ∈]0, 1[∪]1,+∞[.
avec x = FT (WT ) qui de´signe l’expression de la re´mune´ration de l’as-
set manager de´ﬁnie par l’e´quation 5.1.
Sans perte de ge´ne´ralite´, on conside`re dans la suite l’e´criture suivante de la fonction
de re´mune´ration :
F
′
(YT ) ≡ FT (WT )/b ≡ a BT + YT + (ηBT + dYT )× 1YT≥0 (5.2)
ou` on a pose´ a ≡ a∗/b , η ≡ η∗/b, d ≡ c/b.
Le proble`me de l’asset manager est le suivant :
Proble`me 18.
(P18)
{
max
YT∈ L2(P )
E {u(aBT + YT + (ηBT + dYT ) 1YT≥0)}
s.a. E(YT /HT ) =0
avec u(.), la fonction d’utilite´ CRRA de l’asset manager et avec d ≡ (c/b) le ratio
du taux de la commission de sur-performance sur celui de la commission de gestion
sur encours et avec les meˆmes hypothe`ses que dans la section 1.
On en de´duit le re´sultat suivant qui ge´ne´ralise le the´ore`me (5) (cf. troisie`me
section ci-dessus) a` la prise en compte d’un benchmark stochastique.
130. On ge´ne´ralise facilement les re´sultats qui vont suivre au cas ou` l’aversion au risque de l’asset
manager HARA n’est plus constante mais de´pend de la valeur du benchmark et ou` sa fonction
d’utilite´ est donne´e par l’expression plus ge´ne´rale suivante : u(x) = C1
1−γ
{
x
γ
+ A×BT
}1−γ
+C2
avec γ ∈ R \ {0, 1}, C1 > 0 et γ > 0, A > 0, C2 ≥ 0.
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The´oreme 7. La richesse terminale solution du proble`me (P18) est donne´e
par l’expression suivante 131 :
(1) Pour a = 0 et d = 0, on pose ε ≡ η/da et pour a ≡ 0 ou d ≡ 0 et η = 0, on pose
ε ≡ 0
(a) cas ε ≥ ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
> 0 132
Y ∗T =


1
1+d
{
(1+dk HT )
1/γ − (1 + dε)aBT
}
si HT > ΠB
γ
T
0 si Π∗∗BγT < HT ≤ ΠBγT
(HT /k)
1/γ − aBT si HT ≤ Π∗∗BγT
avec Π ≡ k(1+d) {(1 + εd)a}γ , et avec Π∗∗ solution implicite de l’e´quation :
h(k/Π∗∗) = 0 avec h (x) ≡ − x
1−1/γ
1− 1/γ − u((1 + εd)a) + ax
(b) cas 0 ≤ ε ≤ ε∗
Y ∗T =
{
1
1+d
{
(1+dk HT )
1/γ − (1 + dε)aBT
}
si HT > Π
∗BγT
(HT /k)
1/γ − aBT si HT ≤ Π∗BγT
avec Π∗ 133 de´ﬁnie par l’expression suivante :
Π∗ ≡ k
[{
ad
1 + d
(ε− 1)
}
/
{
(1/(1 + d))
1−1/γ − 1
1− 1/γ
}]γ
De plus, aﬁn d’obtenir la strate´gie dynamique optimale, nous faisons l’hy-
pothe`se que le marche´ comprend les N + 1 actif suivants :
L’actif dit ”Actif Sans Risque” (”ASR”) ; localement sans risque, il s’interpre`te
comme un ”rollover” d’un instrument du marche´ mone´taire, et a pour rendement
instantane´ :
dS0t /S
0
t = rdt
ou r est le taux court instantane´ en vigueur sur le marche´ mone´taire suppose´
constant.
Les N autres actifs risque´s (titres de socie´te´ cote´s sur le marche´ action par exemple)
131. Les cas particuliers correspondant au choix des parame`tres suivants : a ≡ 0 ; η = 0, et
a = 0 ; d ≡ 0 ; η = 0 s’obtiennent de la meˆme fac¸on que ceux expose´s ici : ils font re´fe´rence directe
aux expressions de la strate´gie donne´es dans le the´ore`me (5) ci-dessus pour les meˆmes valeurs des
parame`tres et en conside´rant la variable HT /B
γ
T a` la place de HT et Y
∗
T /BT en remplacement de
Y ∗T .
132. ε∗ est la solution de l’e´quation Π (ε) = Π∗ (ε) avec Π∗ de´ﬁni implicitement par f(k/Π∗) = 0
avec f(x) ≡ g(x) − g(x/(1 + d)) + εda
1+d
ou` g(x) ≡ u [I(x)] − x [I(x)− a] et ou` I(x) ≡ 1
x1/γ
− a ;
apre`s calcul, on obtient pour Π∗ l’expression suivante :
Π∗ ≡ k
[{
ad
1 + d
(ε− 1)
}
/
{
(1/(1 + d))1−1/γ − 1
1− 1/γ
}]γ
De fac¸on e´quivalente, ε∗ est solution implicite de l’e´quation h
(
k/Π(ε)
)
= 0.
Par conse´quent pour ε = ε∗, on a Π (ε) = Π∗ (ε) = Π∗∗ (ε) et les solutions 3 (a) et 3 (b) du
the´ore`me 5 se confondent.
133. Π∗ est la solution de f(k/Π∗) = 0 avec f(x) ≡ g(x) − g(x/(1 + d)) + εda
1+d
ou` g(x) ≡
u [I(x)]− x [I(x) − a] et x → I(x) ≡ 1
x1/γ
− a de´signe la fonction inverse de la fonction x → u′(x)
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ont des rendements instantane´s stochastiques qui suivent des mouvements brow-
niens ge´ome´triques ; ce qui s’e´crit en notation vectorielle :
dSt = St(µdt+ σdZt)
avec St = (S
1
t , . . . , S
N
t ) le vecteur des N actifs risque´s,
avec µ = (µj(t) ; j = 1 . . .N), le vecteur des rendements moyens instantane´s,
avec σ = (σj k(t) ; j, k = 1 . . .N) la matrice de co-volatilite´ des processus de rende-
ments instantane´s.
La proprie´te´ (30) ci-dessous fournie l’expression de la valeur interme´diaire de la
strate´gie dynamique optimale sous les hypothe`ses du mode`le de B&S ge´ne´ralise´ a`
N actifs risque´s :
Proprie´te´ 30. Pour a = 0 et d = 0, la valeur a` la date t de la solution opti-
male du proble`me (P18), note´e Y ∗t , est donne´e par la formule suivante :
(1) Pour ε ≥ ε∗
Y ∗t = Bt
{
yd
1 + d
C0(Π∗t , (Π)
1/γ , T − t)− y0P 0(Π∗t , (Π∗∗)1/γ , T − t)
}
−Bt
{{
a− y0(Π∗∗)1/γ
}
B0(Π∗t , (Π
∗∗)1/γ , T − t)
}
(2) Pour 0 ≤ ε ≤ ε∗
Y ∗t = Bt
{
yd
1 + d
C0(Π∗t , (Π
∗)1/γ , T − t)− y0P 0(Π∗t , (Π∗)1/γ , T − t) +
1
1 + d
{
yd(Π
∗)1/γ − (1 + dε)a
}}
−Bt
{{
(
yd
1 + d
− y0)(Π∗)1/γ + d(1 − ε)a
1 + d
}
B0(Π∗t , (Π
∗)1/γ , T − t)
}
avec Π∗t ≡ H∗t /Bt 134 ou` H∗t de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, solution
du proble`me de Merton, atteignant la richesse terminale, H
1/γ
T
135,
avec ε ≡ η/da, ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
, yd ≡ ((1 + d)/k)1/γ , y0 ≡ (1/k)1/γ ,
avec Π ≡ k(1+d) {(1 + εd)a}γ , Π∗ ≡ k
[{
ad
1+d (ε− 1)
}
/
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ
}]γ
,
134. Π∗t est donne´e par E
QB
t
{
H
1/γ
T
BT
}
ou` l’espe´rance est calcule´e par rapport a` la mesure mar-
tingale e´quivalente note´e QB associe´e au nume´raire, B, le portefeuille Benchmark.
Apre`s calcul, on trouve l’expression explicite suivante : Π∗t = e{f(T−t)+σ
∗2/2}Ht1/γ
Bt
avec f(T − t) ≡
{
( 1−γ
γ
)r + κ
T σT b
γ
− ‖b
T σ‖2
2
− ‖κ‖2
2γ
}
× (T − t), ou` b′ ≡ (b1, ..., bN ) de´signe le
transpose´ du vecteur de poids des N actifs risque´s investis dans le portefeuille benchmark, B, et
avec σ∗2 ≡ V ar {ln(HT /Ht)/γ − ln(BT /Bt)} =
∥∥κT /γ − bT σ∥∥2 × (T − t) avec κ ≡ σ−1(µ− r1).
135. Le portefeuille H∗ est de´ﬁni entie`rement par la donne´e du vecteur de poids des N actifs
risque´s investis dans ce portefeuille, note´ h∗ ≡ (h∗1, ..., h∗N )T , dont l’expression est la suivante :
h∗ ≡ (σ
−1)T κ
γ
ou` κ ≡ σ−1(µ − r1)
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et avec Π∗∗ qui de´signe la solution implicite de l’e´quation :
h(k/Π∗∗) = 0 avec h (x) ≡ − x
1−1/γ
1− 1/γ − u((1 + εd)a) + ax
avec C0(Zt, X, T − t), (resp. P 0(Zt, X, T − t), resp. B0(Zt, X, T − t)) qui de´signe la
formule de Black & Scholes donnant la valeur de l’option call europe´en, (resp. de
l’option put europe´en, resp. de l’option Put binaire) de strike X, d’e´che´ance T − t,
sur le sous-jacent Zt ou` le taux sans risque est suppose´ nul
136.
Notons que CE(H∗t , X×Bt, T−t) ≡ Bt×C0(H∗t /Bt, X, T−t) est la valeur pre´sente
du pay oﬀ d’une option call europe´enne d’e´change entre deux actifs ; le de´tenteur
de cette option rec¸oit a` la date de maturite´ de l’option, note´e T , l’e´cart si celui-ci
est positif entre la valeur du premier sous-jacent, H
1/γ
T , et X fois celle du second
sous-jacent, i.e. le benchmark, soit X ×BT 137.
Il en va de meˆme pour PE(H∗t , X × Bt, T − t) ≡ Bt × P 0(H∗t /Bt, X, T − t), resp.
BE(H∗t , X×Bt, T − t) ≡ Bt×B0(H∗t /Bt, X, T − t) qui correspond a` la valeur d’une
option put europe´enne d’e´change, resp. d’une option put binaire d’e´change, e´crite
sur les meˆmes deux sous-jacents que l’option call de´crite pre´ce´demment.
Ainsi la strate´gie optimale associe´e au proble`me (P18) est de´ﬁnie par une com-
binaison de positions Buy & Hold investies sur plusieurs options d’e´changes e´crites
sur les meˆmes deux sous-jacents : le portefeuille du proble`me de Merton, H∗, et le
portefeuille benchmark.
Notons que dans le cas ou` N = 1 (existence de deux actifs risque´s), l’expression des
options d’e´changes se re´duit a` la formulation de [Margrabe, 1978].
Enﬁn, remarquons que l’on retrouve comme cas particulier le mode`le de
[Basak et al., 2008] dans le cas ou` a = 1 et ε ≡ 1 ⇔ a = 1 et η ≡ d.
La proprie´te´ (31) suivante donne l’expression de l’allocation dynamique optimale.
Proprie´te´ 31. Expression du vecteur des fractions de la richesse optimale
investis dans les N actifs risque´s, proprie´te´ de de´composition en deux fonds et ex-
pression du ”Delta” de la strate´gie optimale
(1) L’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspondant au proble`me (P18)
est donne´e par l’expression suivante :
136. C0(Zt,X, T − t) est donne´e par l’expression suivante : ZtN(d1(X)) −XN(d2(X))
avec d1(X) ≡ ln(Zt/X)/σ∗ + σ∗/2, d2(X) ≡ d1(X) − σ∗/2 et (σ∗)2 ≡ V ar(ln(ZT )).
De plus avec ZT ≡ Π∗T ≡ H
1/γ
T /BT , on a :
(σ∗)2 ≡ V ar [ln(HT )/γ − ln(BT )] =
∥∥κT /γ − bT σ∥∥2 × (T − t) avec κ ≡ σ−1(µ− r1).
Avec les meˆmes notations, on a e´galement :
P 0(Zt, X, T − t) ≡ XN(−d2(X)) − ZtN(−d1(X)) et B0(Zt, X, T − t) ≡ N(−d2(X)).
137. CE(H∗t , X×Bt, T−t) = H∗t N(d1(X))−X×BtN(d2(X)) avec d1(X) ≡ ln( H
∗
t
XBt
)/σ∗+σ∗/2
ou` (σ∗)2 ≡ V ar [ln(HT )/γ − ln(BT )] =
∥∥κT /γ − bT σ∥∥2 × (T − t) avec κ ≡ σ−1(µ− r1).
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{
w∗tW ∗t ≡ (∆tH∗t ) h∗ + (W ∗t −∆tH∗t ) b investi (en cash) dans les N Actifs Risque´s
(1− (w∗t )T • 1) W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
avec h∗ ≡ (h∗1, ..., h∗N)T : le vecteur de poids des N actifs risque´s investis dans le
portefeuille H∗ et dont l’expression est la suivante :
h∗ ≡ (σ
−1)
T
κ
γ ou` κ ≡ σ−1(µ− r • 1),
avec b ≡ (b1, ..., bN )T : le vecteur de poids des N actifs risque´s investis dans le
portefeuille benchmark, note´ B,
avec 1 ≡ (1, ..., 1)T : le vecteur unite´, et avec ∆t ≡ dW
∗
t
dH∗t
.
(2) De manie`re e´quivalente, l’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspon-
dant au proble`me (P18) est entie`rement de´ﬁnie par la fraction de la richesse op-
timale investie, d’une part, dans le portefeuille de Merton, note´ H∗ 138, et d’autre
part, dans le portefeuille Benchmark, note´ B :{
∆t H
∗
t /W
∗
t investi (en % de la richesse totale) dans le portefeuille (H
∗, h∗)
1−∆t H∗t /W ∗t investi (en % de la richesse totale) dans le portefeuille benchmark (B, b)
avec h∗,b et ∆t de´ﬁnie comme pre´ce´demment.
(3) Expression de ∆t ≡ dW
∗
t
dH∗t
:
– Pour ε ≥ ε∗,
∆t =
yd
1 + d
N(d1(Π¯
1/γ)) + y0N(−d1(Π∗∗1/γ))−
{
aΠ∗∗−1/γ − y0
} Φ{d1(Π∗∗1/γ)}
σ∗
– Pour 0 ≤ ε ≤ ε∗,
∆t =
yd
1 + d
N(d1(Π
∗1/γ))+y0N(−d1(Π∗1/γ))−
{
(
yd
1 + d
− y0) + d(1 − ε)aΠ
∗−1/γ
1 + d
}
Φ
{
d1(Π
∗1/γ)
}
σ∗
avec N(.), resp. Φ(.), la fonction de re´partition, resp. la fonction de densite´, de la
loi normale,
avec d1(X) ≡ ln( H
∗
t
XBt
)/σ∗ + σ∗/2 ou` (σ∗)2 ≡ V ar [ln(HT /Ht)/γ − ln(BT /Bt)]
=
∥∥κT /γ − bTσ∥∥2 × (T − t) avec κ ≡ σ−1(µ− r1).
138. H∗ de´signe le portefeuille, solution du proble`me de Merton, qui atteint la richesse terminale,
H
1/γ
T . Le vecteur des poids (constants) des N actifs risque´s investis dans ce portefeuille est donne´
par l’expression suivante :
h∗ = h/γ avec h =
(
σ−1
)T
κ et κ ≡ σ−1(µ − r1).

CHAPITRE 5
Incitation financie`re et aversion a` la
sous-performance
Nous prolongeons l’analyse du chapitre pre´ce´dent en conside´rant le proble`me
d’investissement de l’asset manager recevant une incitation ﬁnancie`re a` la sur-
performance et qui, de plus, est averse a` la sous-performance 1.
Comme nous l’avons montre´ dans le chapitre pre´ce´dent 2, la prise en compte d’une
contrainte explicite d’assurance de portefeuille n’a pas seulement pour eﬀet de
rendre l’asset manager (recevant une incitation ﬁnancie`re ou non) totalement averse
a` la sous-performance dans les sce´narios de marche´ de´favorables.
En eﬀet, l’existence d’une contrainte stricte de protection de la richesse a e´galement
comme conse´quence (positive) pour l’investisseur de re´duire fortement, dans les
sce´narios de marche´ les plus de´favorables, le risque de sous-performance par rap-
port a` la strate´gie de re´fe´rence suivie par l’asset manager sans incitation ﬁnancie`re.
Cependant, quel que soit le niveau de protection conside´re´, l’asset manager conti-
nue de ge´rer le portefeuille en se de´marquant fortement de la strate´gie optimale
pour l’investisseur (i.e. celle de l’asset manager de re´fe´rence ne recevant pas de
commission de sur-performance). Le proﬁl de gain du portefeuille optimal demeure
discontinu et asyme´trique et la strate´gie d’investissement suivie par l’asset manager
le favorise ﬁnancie`rement.
En guise d’alternative, nous supposons dans ce chapitre que l’investisseur ﬁnal ou
le risk manager impose une contrainte a` l’asset manager qui prend la forme d’un
montant de budget de risque de sous-performance maximum.
Nous cherchons a` savoir si une telle contrainte de gestion du risque de perte, tre`s
courante en pratique, est plus a` meˆme qu’une contrainte stricte d’assurance de por-
tefeuille de ”rectiﬁer” les comportements d’investissement de l’asset manager non
souhaite´s par l’investisseur 3.
Partant des re´sultats expose´s dans le second chapitre (premie`re partie de la the`se),
portant sur l’analyse de l’allocation dynamique de portefeuille en pre´sence de contrainte
de ”risk management”, nous faisons l’hypothe`se que la fonction d’utilite´ de l’asset
manager inte`gre une mesure de perte continue qui pe´nalise la sous-performance par
1. autrement dit, il doit prendre en compte une contrainte implicite de gestion du risque de
sous-performance dans ses pre´fe´rences d’investissement. Pour plus de de´tails voir le chapitre 1 et
le chapitre 2 (premie`re partie de la the`se)
2. voir la quatrie`me section du chapitre pre´ce´dent qui traite du proble`me d’investissement de
l’asset manager maximisant l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnale pour un choix de fonction
d’utilite´ quadratique et sous contrainte explicite d’assurance de portefeuille.
3. comportements se traduisant, par exemple, par une prise de risque trop importante ou au
contraire un niveau d’exposition en actif risque´ trop faible.
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rapport a` une cible de richesse 4.
Nous montrons que la prise en compte d’une telle forme d’aversion a` la perte permet
de re´duire certains eﬀets ne´gatifs de l’incitation ﬁnancie`re sur le proﬁl de gain du
portefeuille et en particulier la discontinuite´ de la courbe de valeur ﬁnale du porte-
feuille ge´re´ ainsi que la dissyme´trie du proﬁl de re´mune´ration de l’asset manager.
Ce chapitre est organise´ de la fac¸on suivante :
– Dans la premie`re section, ge´ne´ralisant certains des re´sultats pre´sente´s dans les
sections pre´ce´dentes, nous explicitons l’expression de la richesse terminale op-
timale associe´e au proble`me de l’asset manager ’averse a` la sous-performance’
et recevant une commission de sur-performance.
– Dans la seconde section, nous analysons l’expression de la strate´gie dyna-
mique optimale obtenue dans le cadre du mode`le a` deux actifs de B&S et
dans le cas particulier ou` l’asset manager est ’CRRA loss averse’.
– Finalement, nous e´tudions la strate´gie dynamique optimale associe´e au proble`me
moyenne variance (fonction d’utilite´ de l’asset manager suppose´e quadra-
tique) en pre´sence d’une double contrainte de risque : contrainte d’assurance
de portefeuille et contrainte supple´mentaire d’aversion a` la sous-performance
par rapport au seuil de richesse cible.
1. Proble`me de l’asset manager ”Loss Averse”
Nous conside´rons le proble`me d’investissement d’un asset manager averse a` la sous-
performance qui cherche a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration a` un
horizon d’investissement pre´-de´ﬁni.
Faisant l’hypothe`se que la structure de marche´ est celle introduite dans la premie`re
partie de la the`se (section 1.1 du chapitre 1), nous explicitons l’expression de la
richesse terminale, solution optimale du proble`me conside´re´.
4. Il s’agit de la fonction d’utilite´ ”HARA loss Averse” dont l’expression comprend une me-
sure de perte e´quivalente a` une contrainte explicite de risque de type ”Limited Expected Loss”
(cf. second chapitre). Ceci revient a` supposer que l’asset manager, en plus d’eˆtre averse au risque,
est averse a` la sous-performance. Pour plus de pre´cision sur l’e´quivalence entre les deux proble`mes
(contrainte explicite de risque et fonction d’utilite´ ”loss averse”), on se reportera au second
chapitre.
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1.1. Structure de re´mune´ration et pre´fe´rences d’investissement.
Dans le cadre d’un contrat de de´le´gation de gestion ﬁnancie`re, un investisseur s’en-
gage a` verser au ge´rant de portefeuille recevant mandat de gestion, une re´mune´ration
a` un horizon d’investissement de´termine´ a` l’avance, note´ T (i.e. date de ﬁn du
contrat de de´le´gation).
La structure de re´mune´ration conside´re´e comprend, d’une part, une commission
de gestion sur encours et, d’autre part, une commission lie´e a` sa performance. Son
expression est la suivante :
FT (WT ) ≡ b WT + c max
(
WT −W 0, 0
)
avec
WT : la valeur ﬁnale du portefeuille sous gestion,
W 0: la richesse ﬁnale cible de l’investisseur 5,
b: le taux de commission de gestion sur encours avec 0 < b < 1,
c: le taux des frais de gestion variables dit de sur-performance avec
0 ≤ c < 1− b.
De plus, nous supposons, d’une part, que l’asset manager cherche a` maximiser l’uti-
lite´ espe´re´e de sa re´mune´ration a` l’horizon d’investissement pre´-de´ﬁni, note´ T , et
d’autre part, qu’il est averse a` la perte : sa fonction d’utilite´ ’HARA Loss averse’
admet la forme suivante 6 :
v∗(x, x0, x∗) ≡ u∗(x, x0)− (D − 1)× L∗(x, x0, x∗)× 1{x≤x∗} (1.1)
avec les notations suivantes :
u∗(x, x0) ≡ C11−γ
{
x−x0
γ
}1−γ
+ C2 : l’expression d’une fonction d’utilite´ HARA,
γ : le parame`tre d’aversion au risque de l’asset manager, avec γ ∈ R\{0, 1},
x ≡ FT (WT ) : la valeur ﬁnale de la re´mune´ration de l’asset manager,
x∗ : la re´mune´ration cible,
x0: le seuil de re´mune´ration minimale (γ > 0) ou maximale (γ < 0) de l’asset
manager,
5. Nous faisons l’hypothe`se que le portefeuille ”benchmark” de l’investisseur s’identiﬁe, a` une
constante pre`s, au portefeuille compose´ uniquement de l’actif sans risque ; ce benchmark ”ﬁxe”
traduit un objectif implicite de performance ﬁnale pre´-de´termine´e qui est inte´gre´e a` l’expression
de la re´mune´ration de l’asset manager comme seuil de´clencheur du paiement d’une commission
supple´mentaire.
Le proble`me d’investissement de l’asset manager dans le cas plus ge´ne´ral ou` l’expression de la
re´mune´ration inte`gre un portefeuille benchmark comprenant une ou plusieurs sources de risque,
i.e. une richesse cible variable, se ge´ne´ralise de la meˆme manie`re que dans le chapitre pre´ce´dent.
Il suﬃt de conside´rer un changement de la variable de re´fe´rence du proble`me aﬁn que celle-ci
inte`gre la valeur du portefeuille benchmark comme nume´raire (pour plus de de´tails voir la dernie`re
section du chapitre quatre). L’expression de la richesse terminale, solution optimale du proble`me
avec benchmark stochastique, est, a` ce changement de variable pre`s, identique a` celle du proble`me
avec hypothe`se de ”benchmark ﬁxe”.
6. L’expression de la fonction d’utilite´ HARA ”Loss Averse” peut eˆtre vue comme une fonction
d’utilite´ HARA standard a` laquelle on retranche un terme de pe´nalisation de la sous-performance
par rapport a` la richesse cible. Ce terme asyme´trique, qui prend une valeur non nulle pour les
valeurs infe´rieures a` la cible de richesse, s’identiﬁe a` une mesure du couˆt de la perte, qui est une
fonction croissante de l’amplitude de la perte.
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D : le coeﬃcient d’aversion a` la sous-performance de l’asset manager, avec
D ≥ 1,
C1, C2: deux constantes quelconques ve´riﬁant C1 × γ > 0, et C2 ∈ R.
x → L∗(x, x0, x∗): la fonction d’aversion a` la perte qui est continue et pro-
portionnelle au couˆt d’utilite´ de la sous-performance et dont l’expression
est la suivante 7 : L∗(x, x0, x∗) ≡ u∗(x∗, x0)− u∗(x, x0).
Nous supposons que la contrainte technique suivante est ve´riﬁe´e :
pour γ > 0, on a x > x0 ≥ 0, et pour γ < 0, x0 > x ≥ 0.
Nous faisons les deux hypothe`ses supple´mentaires suivantes (contraintes de ”bench-
marking”) :
(1) x∗ ≡ FT (W 0) ≡ b W 0 :
la re´mune´ration cible de l’asset manager est e´gale au niveau ”central”
de sa re´mune´ration, FT (W
0), obtenu dans le cas ou` la valeur ﬁnale du
portefeuille est e´gale a` W 0, la cible de richesse choisie par l’investisseur 8,
(2) x0 ≡ (1− α0)× x∗ ≡ (1− α0)× FT (W 0) ≡ (1− α0)× b W 0 :
le seuil de richesse minimum (γ > 0) ou maximum (γ < 0), note´ x0, est
proportionnel au niveau de la cible de re´mune´ration de l’asset manager,
i.e. le point ”central” de sa re´mune´ration, x∗ ≡ FT (W 0) avec 0 ≤ α0 ≤ 1
pour γ > 0 et α0 < 0 pour γ < 0.
Ces deux hypothe`ses couple´es a` la contrainte technique de seuil e´nnonce´e ci-dessus
(i.e. x > x0 ou x < x0) et a` la prise en compte du terme de pe´nalisation de la perte
(i.e. L∗(x, x0, x∗)) dans l’expression de la fonction d’utilite´, s’interpre`tent comme
des contraintes lie´es a` une pratique de ”benchmarking”, et correspondent a` de nom-
breux cas de ﬁgure rencontre´s en pratique.
Une premie`re situation tre`s courante est celle ou` des contraintes de ”Tracking Error”
(i.e. contrainte de risque portant sur l’e´cart entre la valeur (ﬁnale) du portefeuille
et la valeur cible, note´e W 0) sont impose´es par l’investisseur ou le risk manager
7. La forme de la fonction de perte conside´re´e ici a de´ja` e´te´ analyse´e dans la premie`re partie.
Elle correspond a` une fonction de perte line´aire qui mesure le couˆt d’utilite´ de la perte. Cette
fonction de perte se de´ﬁnit comme l’e´cart entre l’utilite´ du niveau cible et l’utilite´ de la richesse
ﬁnale atteinte.
Remarquons que, l’utilite´ e´tant une fonction croissante de la richesse, ce terme de couˆt devient
positif (et pe´nalise l’asset manager) si le niveau de richesse atteint est infe´rieur a` la cible ﬁnale.
8. La cible de richesse de l’investisseur, note´e W 0, sert de seuil de richesse de re´fe´rence (point
”central”) pour de´terminer l’obtention ou non de la commission de sur-performance. De manie`re
similaire, [Kouwenberg Ziemba, 2007] font l’hypothe`se d’une re´mune´ration cible e´gale a` ce
niveau de re´fe´rence, FT (W
0), pour l’asset manager averse a` la sous-performance et dont la fonction
d’utilite´ correspond a` celle de la the´orie des perspectives (”propect theory”) ; son expression (avec
nos notations) est la suivante :
v∗(x, x∗) ≡
{−A(x∗ − x)γ1 si x  x∗
+B(x− x∗)γ2 si x > x∗
avec x ≡ FT (WT ), x∗ ≡ FT (W 0), A,B > 0, et 0 < γ1, γ2 ≤ 1.
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a` l’asset manager, ce dernier devant les inte´grer dans ses pre´fe´rences d’investisse-
ment. Il s’agira par exemple de contrainte de seuil maximum impose´ sur le montant
de la sous-performance, ou sur un indicateur de risque comme la ”Tracking Error
volatility” ou encore la ”Tracking Error Value-at-Risk” 9.
Une autre interpre´tation est de conside´rer que, inde´pendamment des pre´fe´rences
de l’investisseur, ces contraintes implicites de seuil traduisent l’aversion a` la sous-
performance ou encore un proﬁl de gain spe´ciﬁque qui est propre a` l’asset manager
(convexe dans le cas γ > 0 et concave dans le cas γ < 0).
Dans ce cas, on supposera que ces pre´fe´rences de l’asset manager sont lie´es au couˆt ﬁ-
nancier que repre´sente, pour lui, une situation de sous-performance : pe´nalisation de
la sous-performance (aversion a` la sous-performance), prise de risque supple´mentaire
conside´re´e comme prohibitive au dela` d’un certain niveau de sous-performance (seuil
de re´mune´ration minimale dans le cas γ > 0) ou au dela` d’un certain niveau de
sur-performance (seuil de re´mune´ration maximale pour γ < 0).
Par exemple, une sous-performance trop importante par rapport a` la valeur cible
de l’investisseur, W 0, peut entraˆıner, au dela` du non paiement de la commission
de sur-performance, une baisse des nouveaux ﬂux d’investissement, ce qui indirec-
tement implique un niveau de re´mune´ration ﬁnale plus faible.
Nous conside´rons a` pre´sent la variable z ≡ x − x∗, qui repre´sente la ”richesse
exce´dentaire” de l’asset manager par rapport a` la re´mune´ration cible. De meˆme, on
pose z0 ≡ x0 − x∗.
Sous nos hypothe`ses, on peut e´crire z ≡ ZT = FT (WT ) − FT (W 0) ; la ”richesse
exce´dentaire” de l’asset manager s’identiﬁe a` la re´mune´ration de l’asset manager
en exce`s du niveau central de re´mune´ration. On a e´galement z0 = −α0 × FT (W 0)
Nous pouvons re´-exprimer la fonction d’utilite´ de l’asset manager en fonction des
variables z et z0 sous la forme suivante :
v∗(x, x0, x∗) = v∗(z, z0, 0)
avec : v∗(z, z0, 0) = u∗(z, z0)− (D − 1)× [u∗(0, z0)− u∗(z, z0))] × 1{z≤0}
Finalement en posant z
′ ≡ z/b ≡ ZT /b, on obtient :
z
′ ≡ Z ′T ≡ (FT (WT )− FT (W 0))/b = YT + (c/b) (YT )+.
On en de´duit l’expression e´quivalente suivante de la fonction d’utilite´ de l’asset
manager 10 :
v∗(z, z0, 0) ∼= v(z′) ≡
{
u(z
′
)− (D − 1)×
[
u(0)− u(z′)
]
si z
′
< 0
u(z
′
) si z
′ ≥ 0
avec z
′ ≡ Z ′T = YT +d (YT )+ qui repre´sente, a` la constante b pre`s, la ”re´mune´ration
exce´dentaire” de l’asset manager relativement au niveau central de re´mune´ration,
9. On entend par ”Tracking Error volatility”, la volatilite´ de la Tracking Error, cette
dernie`re variable e´tant de´ﬁnie comme pre´ce´demment. De meˆme la ”Tracking Error Value-at-Risk”
repre´sente la VaR par rapport a` la cible de richesse.
10. En eﬀet, les pre´fe´rences de l’investisseur sont invariantes par transformation line´aire.
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avec x → u(x) qui de´signe la fonction d’utilite´ HARA donne´e par l’expression
suivante :
u(x) ≡ u∗(x+A γ, 0) = C11−γ
{
x
γ +A
}1−γ
+ C2,
avec γ ∈ R \ {0, 1}, C1 × γ > 0, A ≡ α0 ×W 0/γ > 0, C2 quelconque,
et avec d ≡ c/b, le rapport entre le taux de frais des gestion variables, note´ c,
et le taux des frais de gestion sur encours, note´ b, avec 0 ≤ c < 1− b et 0 < b < 1.
1.2. Expression du proble`me d’investissement et de la richesse ter-
minale optimale.
Rappelons tout d’abord succinctement les principales hypothe`ses de marche´ qui
sont les noˆtres dans tous ce chapitre 11 :
(1) Le marche´ est suppose´ ouvert en permanence et les transactions se font
sans arbitrages possibles (hypothe`se d’AOA) ni couˆts de transaction.
(2) Le marche´ est complet et comprend N+1 actifs :
L’actif dit ”Actif Sans Risque” (”ASR”) ; localement sans risque, il s’in-
terpre`te comme un ”rollover” d’un instrument du marche´ mone´taire, et a
pour rendement instantane´ :
dS0t /S
0
t = r(t)dt
ou` r(t) est un processus qui repre´sente le taux court instantane´ en vigueur
sur le marche´ mone´taire.
Les N autres actifs sont risque´s et ont pour rendements instantane´s des
processus d’Itoˆ. Plus pre´cise´ment, on e´crit en notation vectorielle :
dSt = St(µ(t)dt+ σ(t)dZt)
ou` St = (S
1
t , . . . , S
N
t ) repre´sente le vecteur des N actifs risque´s,
ou` µ(t) = (µj(t) ; j = 1 . . .N), repre´sente le vecteur des rendements
moyens instantane´s (taux court plus prime de risque),
et ou` σ(t) = (σj k(t) ; j, k = 1 . . .N) repre´sente la matrice de co-volatilite´
des processus de rendements instantane´s.
(3) On conside`re l’ensemble des strate´gies dynamiques autoﬁnancantes et ad-
missibles :
-autoﬁnancantes : pas d’apport de richesse interme´diaire et gain entie`rement
re´-investi,
11. Pour plus de de´tail voir la section 1.1 intitule´e ”cadre ge´ne´ral” dans le premier chapitre
(premie`re partie de la the`se).
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-admissibles : elles procurent une richesse ﬁnale dont le moment d’ordre
deux est ﬁni (ensemble note´ L2(P )).
Sous ces hypothe`ses de marche´, le proble`me d’investissement de l’asset manager
(i.e. trouver la strate´gie dynamique optimale qui maximise l’utilite´ espe´re´e de la
re´mune´ration ﬁnale) se rame`ne a` la re´solution du proble`me statique dont l’expres-
sion est la suivante :
Proble`me 19.
(P19)
{
max
YT∈ L2(P )
E
{
v(YT + d (YT )
+)
}
s.a. E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT}
avec YT ≡ WT −W 0 l’e´cart de la valeur ﬁnale du portefeuille par rapport au niveau
de richesse cible,
avec x → v(x) la fonction d’utilite´ HARA ”Loss Averse” dont l’expression est
la suivante 12 :
v(x) = u(x)− (D − 1)× (u(0)− u(x))+ (1.2)
avec D, D ≥ 1, le parame`tre d’aversion a` la sous-performance de l’asset mana-
ger,
avec d ≡ c/b, le rapport entre le taux des frais de gestion variables, note´ c, et
le taux des frais de gestion sur encours, note´ b, avec 0 ≤ c < 1− b et 0 < b < 1,
avec x → u(x) qui de´signe l’expression de la fonction d’utilite´ HARA :
u(x) =
C1
1− γ
{
x
γ
+A
}1−γ
+ C2
ou` γ ∈ R \ {0, 1}, C1 × γ > 0, A ≡ α0 W 0/γ > 0, C2 quelconque et ou` on a
0 ≤ α0 ≤ 1 pour γ > 0 et α0 < 0 pour γ < 0.
12. Apre`s avoir remarquer que Z
′
T = YT + d (YT )
+ = YT × 1{YT<0} + θYT × 1{YT≥0} ou` on
a pose´ θ ≡ 1 + d, nous pouvons re´-e´crire l’expression de la fonction a` maximiser de la manie`re
suivante :
v(z
′
(y)) ∼= w(y) ≡ v(z′ (y))/D =
{
u(y) +
(1−D)
D
u(0) si y < 0
u(θy)/D si y ≥ 0
avec, comme pre´ce´demment, D, D ≥ 1, le parame`tre d’aversion a` la sous-performance de l’asset
manager et ou` on pose´ : z
′
(y) ≡ Z′T et y ≡ YT
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et avec HT qui de´signe la valeur ﬁnale du portefeuille nume´raire
13.
Pour D = 1, on retrouve l’expression de la fonction d’utilite´ de l’asset mana-
ger HARA non averse au risque. L’expression de la solution du proble`me (19) est
donne´e dans le the´ore`me suivant :
The´oreme 8. La richesse terminale optimale du proble`me (P19) est donne´e
par l’expression suivante :
(1) Pour D ≥ θ ≥ 1,
Y ∗T =


I(Dθ
k
HT
)/θ si HT ≥ H
0 si H < HT < H
I(k/HT ) si HT ≤ H
(2) Pour θ ≥ D ≥ 1,
Y ∗T =
{
I(Dθ
k
HT
)/θ si HT > H
∗
I(k/HT ) si HT ≤ H∗
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT },
avec H ≡ k/u′ (0) = k γ AγC1 , H ≡ kDθ /u
′
(0) = kDθ
γ Aγ
C1
et avec H∗ solution im-
plicite de l’e´quation suivante : f
(
k
H∗
D
θ
)
= 0 avec f (x) ≡ g( θDx) − 1Dg(x) − (1 −
1/D)g(C1γ A
−γ) ou` g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] et ou` x → I(x) de´signe l’inverse de la
fonction x → u′(x) et a pour expression : I(x) ≡ γ
{(
C1
γ
1
x
)1/γ
−A
}
.
avec D, D ≥ 1, qui de´signe le parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
avec d ≡ c/b, le rapport entre le taux des frais de gestion variables, note´ c, et
le taux des frais de gestion sur encours, note´ b, avec 0 ≤ c < 1− b et 0 < b < 1.
et ou` on a pose´ θ ≡ 1 + d .
Pour D = 1, on retrouve le proble`me correspond a` celui de l’asset manager HARA
non averse au risque recevant une commission de performance, analyse´ dans le cha-
pitre pre´ce´dent.
Pour D > 1 et d = 0, il s’agit du proble`me de l’asset manager HARA averse
a` la sous-performance ne touchant qu’une commission de gestion sur encours. Ce
proble`me est celui qui a e´te´ analyse´ dans le second chapitre. Ainsi, dans ce cas, la
strate´gie optimale de l’asset manager s’identiﬁe a` celle d’un investisseur averse a` la
sous-performance maximisant l’utilite´ espe´re´ de la richesse ﬁnale de son portefeuille.
Pour D > 1 ou d > 0, l’expression de la richesse terminale de la strate´gie opti-
male est fournie dans le the´ore`me ci-dessus.
13. Le portefeuille ”nume´raire”, qui est aussi appele´ portefeuille de croissance optimale
(”growth optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond a` la strate´gie optimale de l’investisseur
logarithmique, note´ (H,h), est donne´ par les expressions suivantes :
ht =
(
σ(t)σ(t)
′ )−1
(µ(t) − r(t)1) et, en notant le vecteur des prix de marche´ du risque (”market
prices of risk”) par λ(t) = σ(t)−1(µ(t) − r(t)1),
Ht = exp
{
t∫
0
(r(s) + λ(s)
′
λ(s)/2)ds +
t∫
0
λ(s)
′
dZs
}
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En particulier, on a le re´sultat suivant :
Proprie´te´ 32. Pour D = θ > 1,
(1) La richesse terminale, solution optimale du proble`me (P19) est donne´e par l’expres-
sion suivante :
Y ∗T =
{
I(k/HT )/θ si HT ≥ kγA
γ
C1
I(k/HT ) si HT ≤ kγA
γ
C1
(2) La fonction de re´mune´ration ”exce´dentaire” de l’asset manager ”loss averse” cor-
respondant au proble`me (P19) est donne´e par l’expression suivante : Z∗T = bYT
∗∗
avec YT
∗∗ ≡ I(k/HT ).
Il s’agit, a` la constante k pre`s, de l’expression de la re´mune´ration de l’asset mana-
ger de re´fe´rence 14.
Autrement dit, a` la contrainte de budget pre`s, l’asset manager recevant des frais
de gestion variables a le meˆme proﬁl de gain (syme´trique et continu) que l’asset
manager sans incitation ﬁnancie`re ni aversion a` la perte.
14. il s’agit de l’asset manager sans aversion a` la sous-performance et sans commission de
sur-performance.
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2. Strate´gie dynamique de l’asset manager ’CRRA Loss Averse’
2.1. Proble`me d’investissement conside´re´ et expression de la strate´gie
optimale.
Nous analysons dans cette section les proprie´te´s de la strate´gie dynamique opti-
male dans le cas ou` l’asset manager a une fonction d’utilite´ ’HARA Loss Averse’
dont l’expression est la suivante 15 :
v(z
′
) ≡
{
u(z
′
) + (1−D)D u(0) si z
′
< 0
u(z
′
)/D si z
′ ≥ 0
avec
z
′ ≡ (FT (WT )− FT (W 0))/b ≡ YT + d×Max (YT , 0): l’exce´dent de re´mune´ration
par rapport au niveau ”central” de re´mune´ration (a` la constante b pre`s),
d ≡ c/b: le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re 16,
YT ≡ WT −W 0: l’e´cart de valeur ﬁnale entre le portefeuille ge´re´ et la cible
de richesse de l’investisseur,
u(x): (x+a)
1−γ
1−γ avec γ ∈]0,+∞ [\{1}
−a ≡ −α0 ×W 0 < 0: le seuil de perte maximale autorise´e, avec 0 < α0 < 1
D: le niveau d’aversion a` la sous-performance de l’asset manager,
avec D ≥ 1.
Conside´rons a` pre´sent la variable y ≡ z′ + a ≡ a + YT + d (YT )+. L’expression
a` maximiser, v(z
′ ≡ y − a), prend la forme d’une fonction d’utilite´ ”CRRA Loss
Averse” :
v0(y) ≡ v(y − a) ≡
{
u0(y) + (1−D)D u
0(a) si y < a
u0(y)/D si y ≥ a (2.1)
avec u0(y) ≡ u(y − a) = (y)1−γ1−γ , γ ∈ ]0,+∞ [\{1} , et ou` on suppose que a > 0, et
D ≥ 1.
Finalement, remarquons que les hypothe`ses faites sur la structure de re´mune´rations
et les pre´fe´rences de l’asset manager peuvent se reformuler des deux manie`res
e´quivalentes suivantes :
(1) Premie`re formulation : re´mune´ration avec commission ﬁxe et incitation
ﬁnancie`re syme´trique
15. il s’agit du cas particulier de l’expression de la fonction d’utilite´ de l’asset manager HARA
’loss averse’ donne´e par l’e´quation (1.2) dans le cas ou` C2 = 0, C1 ≡ γ1−γ et A ≡ a/γ.
16. On rappelle que le parame`tre d est de´ﬁni comme le rapport entre le taux des frais de gestion
variables, note´ c, et le taux des frais de gestion sur encours, note´ b ou` on suppose que 0 < b < 1
et 0 ≤ c < 1− b.
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– L’expression de la fonction de re´mune´ration est la suivante :
x/b ≡ F (WT )/b ≡ a+ YT + d (YT )+
avec b × d (YT )+ le montant des frais de sur-performance, b × a le
montant de la commission ﬁxe, et b× YT le montant de la commission
d’incitation ﬁnancie`re syme´trique.
– la re´mune´ration cible est donne´e par l’expression suivante :
x∗/b ≡ F (W 0)/b ≡ a et la re´mune´ration minimale par
x0/b ≡ (1− α)× x∗/b ≡ 0 avec α ≡ 1.
– La fonction d’utilite´ est donne´e par l’expression suivante 17 :
v∗(x, x0, x∗) ∼= v∗((x − x∗)/b ≡ x/b− a, (x0 − x∗)/b ≡ −a, 0)
= v(x/b − a) = v0(x/b ≡ a+ YT + d (YT )+)
avec la fonction v0 donne´e par l’expression (2.1) ci dessus.
(2) Seconde formulation : re´mune´ration avec commission ﬁxe et assurance de
portefeuille
– L’expression de la fonction de re´mune´ration est la suivante :
x/b ≡ F (WT )/b ≡ a+WT + d (YT )+
avec b× d (YT )+ le montant des frais de sur-performance, b× a le mon-
tant de la commission ﬁxe et b×WT le montant des frais de gestion sur
encours.
– la re´mune´ration cible est donne´e par l’expression suivante :
x∗/b ≡ F (W 0)/b ≡ a + W 0 et la re´mune´ration minimale par x0/b ≡
(1 − α)× x∗/b ≡ W 0 avec (1 − α) ≡ 1/(1 + α0).
– La fonction d’utilite´ est donne´e par l’expression suivante 18 :
v∗(x, x0, x∗) ∼= v∗((x − x∗)/b, (x0 − x∗)/b, 0)
= v∗(x/b− (a+W 0),−a, 0) = v(x/b− (a+W 0))
= v0(x/b−W 0 ≡ a+ YT + d (YT )+)
avec la fonction v0 donne´e par l’expression (2.1) ci dessus.
Le proble`me (P20) peut donc s’e´crire comme suit :
Proble`me 20.
(P20)
{
max
YT∈ L2(P )
E
{
v0(a+ YT + d (YT )
+
)
}
s.a. E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT}
avec
x → v0(x) : la fonction d’utilite´ ”CRRA Loss Averse” donne´e par l’e´quation (2.1)
ci- dessus,
17. Nous supposons que l’expression de v∗(x, x0, x∗) est celle de l’e´quation 1.1 ci-dessus avec
l’hypothe`se supple´mentaire suivante : u∗(x, x0) ≡ u0(x − x0) avec x → u0(x) de´ﬁnie comme
pre´ce´demment (fonction d’utilite´ isoe´lastique).
18. Meˆme hypothe`se faite sur la forme de la fonction d’utilite´ v∗(x, x0, x∗) (cf. e´quation 1.1
ci-dessus) que dans la premie`re formulation.
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a : le rapport entre le montant de la commission ﬁxe et le taux de frais de ges-
tion sur encours 19, ou` a > 0,
d : le rapport entre le taux des frais de gestion variables et le taux ﬁxe des frais de
gestion sur encours.
Le proble`me (P20) e´tant un cas particulier du proble`me (P19), on en de´duit le
re´sultat suivant :
Conse´quence 15. La richesse terminale optimale du proble`me (P20) est donne´e
par l’expression suivante :
(1) Pour D ≥ θ ≥ 1,
Y ∗T =


(
( θD
HT
k )
1/γ − a) / θ si HT ≥ H
0 si H < HT < H
(HTk )
1/γ − a si HT ≤ H
(2) Pour θ ≥ D ≥ 1,
Y ∗T =
{ (
( θD
HT
k )
1/γ − a) / θ si HT > H∗
(HTk )
1/γ − a si HT ≤ H∗
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT },
avec H ≡ kaγ, H ≡ kDθ aγ et avec H∗ la solution implicite de l’e´quation :
f
(
k
H∗
D
θ
)
= 0 avec f (x) ≡ g( θDx)− 1Dg(x) − (1− 1/D)g(a−γ)
ou` on a pose´ g(x) ≡ −x1−1/γ1−1/γ + ax.
avec D, D ≥ 1, le parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
avec d, d ≥ 0, le rapport entre le taux des frais de gestion variables et le taux ﬁxe
de frais de gestion sur encours,
avec a, a > 0, le montant de la commission ﬁxe rapporte´ au taux des frais de gestion
sur encours,
et ou` on a pose´ θ ≡ 1 + d.
Par voie de conse´quence, on en de´duit les re´sultats suivants :
Conse´quence 16. Pour θ = D > 1,
(1) La richesse terminale optimale correspondant au proble`me (P20) est donne´e par
l’expression suivante :
Y ∗T =
{ (
(HTk )
1/γ − a) /θ si HT ≥ k a γ
(HTk )
1/γ − a si HT ≤ k a γ
(2) La fonction de re´mune´ration ”exce´dentaire” de l’asset manager ”loss averse” cor-
respondant au proble`me (P20) est donne´e par l’expression suivante : Z∗T = bYT
∗∗
avec YT
∗∗ ≡ (HTk )1/γ − a.
19. Ou de manie`re e´quivalente avec −a qui de´signe le seuil de perte maximale autorise´e par
l’investisseur ou le risk manager.
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Il s’agit, a` la constante k pre`s, de l’expression de la re´mune´ration de l’asset mana-
ger de re´fe´rence 20.
Autrement dit, a` la contrainte de budget pre`s, l’asset manager recevant des frais de
gestion variables a le meˆme proﬁl de gain optimal que l’asset manager sans incita-
tion ﬁnancie`re ni aversion a` la perte.
Les expressions de la valeur interme´diaire et de l’allocation de la strate´gie dy-
namique optimale sont fournies dans les proprie´te´s (33) et (34) ci-dessous :
Proprie´te´ 33. La valeur a` la date t de la solution optimale du proble`me (P20),
note´e Y ∗t , est donne´e par l’une des formules suivantes :
(1) Pour D ≥ θ ≥ 1,
Y ∗t =
y
θ
C(H∗t , (H)
1/γ , T − t)− yP (H∗t , (H)1/γ , T − t)
(2) Pour θ ≥ D ≥ 1,
Y ∗t =
y
θ
C(H∗t , (H
∗)1/γ , T−t)−yP (H∗t , (H∗)1/γ , T−t)+
{
y(H∗)1/γ − a
θ
}
ZC(T−t)
−
{
(
y
θ
− y)(H∗)1/γ + ad
θ
}
B(H∗t , (H
∗)1/γ , T − t)
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT },
avec H∗t qui de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, solution du proble`me
de Merton, atteignant la richesse terminale, H
1/γ
T ,
avec y ≡ ( θkD )1/γ, y ≡ (1/k)1/γ , H ≡ kDθ aγ , H ≡ kaγ ,
avec H∗ qui de´signe la solution implicite de l’e´quation :
f
(
k
H∗
D
θ
)
= 0 avec f (x) ≡ g( θDx)− 1Dg(x) − (1− 1/D)g(a−γ)
ou` g(x) ≡ −x1−1/γ1−1/γ + ax.
et enﬁn, avec C(Zt, X, T − t), (resp. P (Zt, X, T − t), resp. B(Zt, X, T − t)) qui
de´signe la valeur de l’option call europe´en, (resp. de l’option put europe´en, resp.
de l’option Put binaire ”Cash or Nothing”) de strike X, d’e´che´ance T − t, sur le
sous-jacent Zt et ZC(T − t) le prix de l’obligation Ze´ro-Coupon d’e´che´ance T − t
dans le cadre du mode`le de Black & Scholes.
Proprie´te´ 34. Dans le cadre du mode´le de Black & Scholes (a` une seule
source de risque), l’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspondant au
proble`me (P20) est donne´e par l’expression suivante :{
w∗tW
∗
t investi (en cash) dans l’actif risque´ M
(1− w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
Ou w∗tW
∗
t ≡ dW
∗
t
dH∗t
(
h
γ
)
H∗t est donne´e par la formule suivante :
20. expression de la richesse terminale solution du proble`me de l’asset manager non averse a` la
sous-performance et ne recevant pas de commission de sur-performance.
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– Pour D ≥ θ ≥ 1,
w∗tW
∗
t =
h
γ
H∗t
(
y
θ
N
(
d1
(
(H)1/γ
))
+ yN
(
−d1
(
(H)1/γ
)))
– Pour θ ≥ D ≥ 1,
w∗tW
∗
t =
h
γ
H∗t
(
y
θ
N
(
d1
(
(H∗)1/γ
))
+ yN
(
−d1
(
(H∗)1/γ
)))
+
{(
y
θ
− y
)
(H∗)1/γ +
ad
θ
}
e−r(T−t)hΦ
(
d2
(
(H∗)1/γ
))
λ
√
T − t
avec N(.), resp. Φ(.) la fonction de re´partition, resp. la fonction de densite´, de la
loi normale,
et avec d1(X) ≡ ln( H
∗
t
e−r(T−t)X )/σ
∗ + σ∗/2 et d2(X) ≡ d1(X)− σ∗
ou` on a pose´ σ∗ 2 ≡ V ar
[
ln(HTHt )/γ
]
=
(
λ
γ
)2
× (T − t) .
Finalement, on rappelle que, sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a` deux : la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du porte-
feuille de Merton, H∗t , et enﬁn, celle de l’actif risque´, Mt
21.
Cette proprie´te´ nous permet en particulier, a` tout instant t, d’exprimer la valeur de
la richesse optimale en exce`s du celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ;
expression qui nous sera utile pour analyser les proprie´te´s de la strate´gie optimale.
2.2. Analyse de sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal.
En nous appuyant sur un exemple d’application nume´rique, nous analysons la sen-
sibilite´ du proﬁl de gain optimal aux variations des parame`tres de re´mune´ration et
de risque du mode`le, ainsi que de l’horizon d’investissement conside´re´.
En particulier, nous comparerons le proﬁl de gain ﬁnal (”pay-oﬀ”) de l’asset ma-
nager recevant des frais de sur-performance et qui est averse a` la sous-performance
(i.e. c > 0 et D > 1) avec :
-d’une part, le proﬁl de gain de l’asset manager qui n’est pas averse a` la sous-
performance mais qui rec¸oit une incitation ﬁnancie`re (i.e. c > 0 et D = 1),
-et, d’autre part, le proﬁl de gain de l’asset manager averse a` la sous-performance
mais qui ne rec¸oit pas d’incitation ﬁnancie`re (i.e. c = 0 et D > 1) .
Les valeurs nume´riques utilise´es dans toute la suite de ce chapitre seront les sui-
vantes : r = 4%, µ = 10%, σ = 20%, γ = 75%, T = 5, et W 0 ≡ erT = 122% ; ce qui
donne en particulier λ = 30%, h = 150% et h∗ = 200%.
21. En particulier, dans le cadre du mode`le de B&S, on obtient les proprie´te´s de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de
Merton, H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement :
on a Ht = Ψ(t)(Mt)h avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(
µ
σ
−σ
2
−λ
2
))t = e(1−h)(r+
λ2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
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2.2.1. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas de
l’asset manager non averse a` la sous-performance.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, c, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.1)), de l’asset
manager (cf. ﬁgure (Fig.2)) et de l’investisseur (cf. ﬁgure (Fig.3)) en fonction de la
valeur de l’actif risque´.
Il s’agit du cas analyse´ dans la seconde section du chapitre pre´ce´dent. Ces ﬁgures
montrent que le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager, avec incitation ﬁ-
nancie`re et sans aversion a` la sous-performance (i.e. c > 0 et D = 1), admet les
caracte´ristiques suivantes (cf. ﬁgure (Fig.1)) :
– le pay-oﬀ de la strate´gie optimale est discontinu (contrairement a` la strate´gie
de re´fe´rence sans incitation ﬁnancie`re, cf. courbe rouge). De plus, l’ampli-
tude de cette discontinuite´ est une fonction croissante du niveau du taux des
frais de gestion variables, note´ c. A la limite infe´rieure, i.e. pour c = 0, on
retrouve la forme continue du pay-oﬀ de la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re.
– Le proﬁl de gain de l’asset manager est d’autant plus risque´ que la valeur du
taux des frais de gestion variables est e´leve´e.
En dessous d’un certain seuil d’actif risque´ (zone de sous-performance de la
strate´gie relativement au benchmark), la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re
sous-performe la strate´gie sans re´mune´ration incitative. Le niveau de la sous
performance est une fonction croissante du taux des frais de gestion variables.
En contrepartie, pour les niveaux du sous-jacent les plus e´leve´s (sce´narios de
marche´ les plus favorables), il y a sur-performance par rapport a` la strate´gie
sans incitation ﬁnancie`re. Le niveau de la sur-performance est une fonction
croissante du taux des frais de gestion variables.
Finalement, on remarquera que l’existence d’une incitation ﬁnancie`re a pour eﬀet
d’augmenter de manie`re conse´quente la richesse de l’asset manager en cas de sur-
performance alors que le manque a` gagner (par rapport au cas sans incitation
ﬁnancie`re) en cas de sous-performance est minime (cf. ﬁgure (Fig.2)).
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Figure 1. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau de frais de gestion variables c pour
θ ≥ 1 et D = 1.
Figure 2. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de
l’asset manager - eﬀet du niveau de frais de gestion variables c
pour θ ≥ 1 et D = 1.
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Figure 3. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de
l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau de frais de gestion variables c
pour θ ≥ 1 et D = 1.
2.2.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion a` la sous-performance
- cas de l’asset manager be´ne´ﬁciant d’un niveau e´leve´ d’incitation ﬁnancie`re.
Nous nous inte´ressons au cas ou` la valeur du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re,
θ ≡ 1+c/b, est plus e´leve´e que celle du parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
D : θ/D ≥ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, D 22, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.4)),
de l’asset manager (cf. ﬁgure (Fig.5)) et de l’investisseur (cf. ﬁgure (Fig.6)) en fonc-
tion de la valeur de l’actif risque´.
Ces trois ﬁgures montrent que le niveau de risque de la strate´gie suivie par l’asset
manager, averse a` la sous-performance et recevant une incitation ﬁnancie`re, est une
fonction de´croissante du degre´ d’aversion a` la sous-performance. En particulier, on
peut faire les commentaires suivants :
– le pay-oﬀ est discontinu (ce qui n’est pas le cas du pay-oﬀ de la strate´gie
sans incitation ﬁnancie`re, cf. courbe rouge) et l’amplitude de cette discon-
tinuite´ diminue en meˆme temps que la valeur du parame`tre d’aversion, D,
augmente ; a` la valeur limite, D = θ, cette discontinuite´ disparait.
– le proﬁl de gain de la strate´gie optimale pour l’asset manager, recevant des
frais de gestion variables, est d’autant moins risque´ que le niveau d’aversion
a` la sous-performance est e´leve´ (moins de perte dans les sce´narios de marche´
de´favorables et moins de gain dans les sce´narios favorables).
22. pour un niveau du taux des frais de gestion variables c ﬁxe´, avec θ/D ≥ 1.
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– au-dessus d’un certain niveau d’aversion a` la sous-performance (c’est le cas
en particulier pour D = θ), la strate´gie optimale avec aversion a` la perte su-
bit moins de perte que la strate´gie sans aversion et sans incitation ﬁnancie`re
dans la zone de valeurs basses du sous-jacent.
– Quand l’aversion a` la perte augmente, l’intervalle de valeurs de l’actif risque´,
ou` la strate´gie avec incitation ﬁnancie`re sur-performe la cible de richesse
ﬁnale, s’e´tend vers des valeurs plus basses de l’actif risque´ (assurance de por-
tefeuille).
D’autre part, dans l’intervalle ou` se produit une sous-performance, la convexite´
de la courbe de richesse s’accentue quand le niveau d’aversion a` la perte aug-
mente. Le contraire se produit dans l’intervalle ou` la valeur de la strate´gie
est au dessus de la cible de richesse.
Finalement, on remarquera que l’aversion a` la sous-performance a pour eﬀet de
fortement diminuer l’exce`s de re´mune´ration de l’asset manager avec incitation ﬁ-
nancie`re par rapport au cas sans incitation et sans aversion (cf. ﬁgure (Fig.5)). Ce
qui est be´ne´ﬁque pour l’investisseur ﬁnal.
On comparera la ﬁgure (Fig.2) (cas sans aversion) avec la ﬁgure (Fig.5) (cas avec
aversion). Mentionnons aussi le cas limite D = θ (courbe rose) ou` le proﬁl de
re´mune´ration de l’asset manager devient continu.
On en de´duit que la prise en compte d’un controˆle de risque tel que celui conside´re´
ici implique,
– pour l’investisseur ﬁnal : un proﬁl de gain moins risque´
– pour l’asset manager : un proﬁl de re´mune´ration moins asyme´trique (le cas
limite D = θ correspondant meˆme a un proﬁl de re´mune´ration syme´trique).
Figure 4. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du porte-
feuille - eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance, D , c
ﬁxe´, pour θ/D ≥ 1.
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Figure 5. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de l’asset
manager - eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance, D , c
ﬁxe´,pour θ/D ≥ 1.
Figure 6. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de l’investis-
seur ﬁnal - eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance, D , c
ﬁxe´, pour θ/D ≥ 1.
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2.2.3. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas ”cen-
tral” ou` le parame`tre d’aversion a` la sous-performance est e´gal au niveau d’incita-
tion ﬁnancie`re.
Nous nous inte´ressons au cas ou` la valeur du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re
est e´gale a` celle du parame`tre d’aversion a` la sous-performance : θ ≡ D ≥ 1 avec
θ ≡ 1 + c/b.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, c 23, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.7)), de l’asset
manager (cf. ﬁgure (Fig.8)) et de l’investisseur (cf. ﬁgure (Fig.9)) en fonction de la
valeur de l’actif risque´.
Ces trois ﬁgures montrent que le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager, a`
niveau d’incitation ﬁnancie`re et d’aversion a` la sous-performance e´quivalent (i.e.
D = θ), reste inchange´ quelque soit les valeurs conside´re´es pour le taux des frais de
gestion variables et le niveau ”e´quivalent” du parame`tre d’aversion a` la perte. En
particulier, on observe les points suivants :
– le pay-oﬀ de la strate´gie optimale correspondant a` θ = D est continu (cf.
ﬁgure (Fig.7)).
– le niveau de risque de la strate´gie optimale baisse quand le niveau d’inci-
tation ﬁnancie`re, θ, augmente (a` ratio D/θ constant e´gal a` un). Ce qui se
traduit par plus de gain dans les sce´narios de marche´ de´favorables et moins
de plus-value dans les cas favorables (cf. ﬁgure (Fig.7)).
– Dans la zone de valeurs basses du sous-jacent, la strate´gie optimale corres-
pondant a` θ = D > 1 sur-performe la strate´gie de re´fe´rence, obtenue pour
θ = D = 1 (courbe rouge) (cf. (Fig.7)).
– Le niveau de la sur-performance augmente avec le degre´ d’incitation ﬁnancie`re,
θ (a` ratio D/θ constant e´gal a` un). En revanche, l’intervalle de valeurs de
l’actif risque´ ou` se produit cette sur-performance par rapport a` la strate´gie
sans aversion ni incitation (valeurs les plus basses de l’actif risque´) reste qua-
siment identique (cf. ﬁgure (Fig.7)).
– le proﬁl de re´mune´ration de l’asset manager est syme´trique et continu comme
c’est le cas pour l’asset manager sans incitation et sans aversion (cf. ﬁgure
(Fig.8)).
2.2.4. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas de
l’asset manager fortement averse a` la sous-performance.
Nous nous inte´ressons au cas ou` le niveau d’incitation ﬁnancie`re est infe´rieur a`
celui de l’aversion a` la sous-performance : θ/D ≤ 1 avec θ ≡ 1 + c/b.
23. pour chaque valeur conside´re´e du parame`tre c, la valeur du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, D, est choisie de telle sorte qu’elle ve´riﬁe : D = θ ≡ 1 + c/b ≥ 1 avec b ﬁxe´.
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Figure 7. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du por-
tefeuille - eﬀet du niveau de frais de gestion variables c pour D = θ.
Figure 8. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de l’asset
manager - eﬀet du niveau de frais de gestion variables c pourD = θ.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, c 24, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille en fonction de la valeur de
l’actif risque´ (cf. ﬁgure (Fig.10)).
Cette ﬁgure nous montre que le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager averse a`
la perte, et dont le niveau d’incitation ﬁnancie`re est plus faible que son aversion a` la
sous-performance (i.e. D ≥ θ > 1), est semblable a` celui d’un asset manager averse
a` la sous-performance et qui ne be´ne´ﬁcie pas d’incitation ﬁnancie`re (i.e. D ≥ θ = 1,
cf. premie`re partie de la the`se).
24. pour un niveau ﬁxe´ du parame`tre d’aversion a` la sous-performance, D.
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Figure 9. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de l’investis-
seur ﬁnal - eﬀet du niveau du taux des frais de gestion variables
c, pour D = θ.
Quand le degre´ d’incitation ﬁnancie`re baisse, la courbe de richesse exhibe un proﬁl
de gain dont l’aversion a` la sous-performance, par rapport a` la cible de richesse,
augmente : quand la valeur du taux des frais de gestion variables diminue (toute
chose restant e´gale par ailleurs), l’amplitude de l’intervalle des valeurs me´dianes de
l’actif risque´ ou` il est optimal de ge´rer passivement le portefeuille augmente.
Figure 10. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse de
l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau du taux des frais de gestion
variables, c, pour θ/D ≤ 1.
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2.2.5. Sensibilite´ de la valeur des strikes aux variations du parame`tre d’aver-
sion a` la sous-performance.
Nous analysons l’eﬀet du changement de valeur du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, D, sur les ”strikes” (prix d’exercice) des options comprises dans l’ex-
pression de la strate´gie optimale (cf. proprie´te´ 33 ci dessus).
Ces strikes s’identiﬁent aux bornes des intervalles de valeurs de l’actif risque´ ou`
l’expression de la strate´gie optimale reste la meˆme (e´tats de richesse). Il y a deux
strikes et trois e´tats de richesse dans le cas ou` le parame`tre d’aversion a` la sous-
performance est plus e´leve´ que le niveau d’incitation ﬁnancie`re ; un seul strike et
deux e´tats de richesse dans le cas contraire (voir la conse´quence 15 ci-dessus).
Nous avons repre´sente´ le niveau de ces ”strikes”, note´s M∗, Mmin et Mmax 25,
en fonction de la valeur de l’aversion a` la sous-performance, D, pour θ = 2 (cf.
ﬁgure (Fig.11)), et pour θ = 5 (cf. ﬁgure (Fig.12)).
Figure 11. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a` la sous-performance, D pour θ = 2
En-dessous d’un certain seuil du parame`tre d’aversion a` la perte, (i.e. pour
D ≤ D0 ≡ θ) et toute chose restant e´gale par ailleurs, la strate´gie optimale cor-
respond a` l’expression a` deux e´tats donne´e dans la conse´quence 15 26, et la valeur
du strike M∗ est une fonction de´croissante du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, D, de l’asset manager.
Autrement dit, quand l’aversion diminue, la longueur de la zone de sous-performance
25. l’expression de M∗, respectivement Mmin , respectivement Mmax , s’obtient a` partir de
celle de H∗, respectivement H , respectivement H, (dont les expressions sont donne´es dans la
conse´quence (16)) par la transformation donnant Mt en fonction de celle de Ht dans le cadre du
mode`le de Black & Scholes.
26. expression similaire a` celle de la strate´gie optimale, pour l’asset manager non averse a` la
sous-performance et recevant des frais de gestion variables, qui a e´te´ e´tudie´e dans le chapitre
pre´ce´dent.
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Figure 12. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a` la sous-performance, D pour θ = 5
(valeurs basses du sous-jacent) augmente au de´triment de la zone de sur-performance.
Ce qui traduit une probabilite´ de perte accrue.
A l’inverse, au-dessus de ce meˆme seuil du parame`tre d’aversion a` la perte, (i.e.
pour D ≥ D0 ≡ θ), et toute chose restant e´gale par ailleurs, la strate´gie optimale
correspond a` l’expression a` trois e´tats qui est donne´e dans la conse´quence 15 27.
Dans ce cas, la valeur du strike Mmin , respectivement Mmax , est une fonction
de´croissante, respectivement croissante du niveau d’aversion a` la sous-performance,
D.
Ainsi, quand la valeur du parame`tre d’aversion a` la sous-performance,D, augmente,
l’intervalle de valeurs me´dianes du sous-jacent dans lequel la strate´gie optimale est
une strate´gie passive s’e´tend au de´triment des deux autres intervalles de valeurs de
l’actif risque´ ou` il est optimal de ge´rer activement le portefeuille.
Quelque soit la valeur conside´re´e du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re, θ, l’eﬀet
des variations du niveau d’aversion a` la sous-performance sur la valeur des strikes
reste le meˆme (comparer la ﬁgure (Fig.11) avec la ﬁgure (Fig.12)).
2.2.6. Sensibilite´ aux variations des parame`tres de risque.
(1) Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion au risque, γ :
L’eﬀet sur la strate´gie optimale du changement de valeur du parame`tre
d’aversion a` la sous-performance, note´ D, reste le meˆme quelque soit le
niveau du parame`tre, γ conside´re´ (voir les ﬁgures (Fig.13) et (Fig.14)
ci-dessous).
27. expression similaire a` la forme de la strate´gie optimale pour l’asset manager averse a` la
sous-performance et ne recevant pas d’incitation ﬁnancie`re, qui a e´te´ e´tudie´e dans la partie I.
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Figure 13. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance,
pour γ ≡ 50%.
Figure 14. Strate´gies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du
portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance,
pour γ ≡ 200%.
La baisse du parame`tre, γ, d’aversion au risque, a pour eﬀet d’accroitre
le proﬁl de risque de la strate´gie optimale (cf. ﬁgure (Fig.15)). En eﬀet,
quand la valeur de l’aversion au risque conside´re´e, γ, baisse :
-La zone de sous-performance s’e´tend a` des valeurs e´leve´es du sous-jacent,
-Le niveau de sous-performance augmente,
-la convexite´ de la courbe de richesse ﬁnale, dans la zone de sur-performance,
s’accentue.
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Figure 15. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du porte-
feuille - eﬀet du niveau d’aversion au risque γ.
(2) Sensibilite´ aux variations du montant de budget de risque a :
Quand la valeur du budget de risque, a, augmente, le niveau de la sous-
performance dans la zone de valeurs basses de l’actif risque´, augmente (cf.
ﬁgure (Fig.16)). Il en va de meˆme du montant de la sur-performance dans
la zone de de valeurs e´leve´es de l’actif risque´. Remarquons aussi que la
valeur du strike M∗ est inde´pendant du choix de la valeur du parame`tre
a. Comme cela est illustre´ sur la ﬁgure (Fig.16),
Figure 16. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a` la sous-performance - exce´dent de richesse du porte-
feuille - eﬀet du niveau de budget de risque a.
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2.3. Analyse de l’allocation dynamique optimale.
Nous analysons la sensibilite´ de l’allocation dynamique optimale (niveau d’expo-
sition a` l’actif risque´ et richesse interme´diaire) aux variations des parame`tres du
mode`le conside´re´ (taux des frais de gestion variables, c, niveau d’aversion a` la
sous-performance, D, parame`tres de risque du mode`le conside´re´, a et γ et horizon
d’investissement, T ).
Nous souhaitons en particulier comparer l’allocation dynamique mise en place par
l’asset manager averse a` la sous-performance et recevant des frais de gestion va-
riables (D > 1 et θ > 1) avec celle du ge´rant non averse a` la sous-performance mais
recevant des frais de gestion variables (D = 1 et θ ≥ 1, cf. chapitre pre´ce´dent) et
celle du ge´rant averse a` la sous-performance mais ne be´ne´ﬁciant pas d’incitation
ﬁnancie`re (D ≥ 1 et θ = 1, cf. premie`re partie de la the`se).
Nous commenterons e´galement les re´sultats de notre mode`le dans le cas parti-
culier ou` le montant de budget de risque est maximal (i.e. a = W 0 et D ≥ 1).
Il s’agit d’une ge´ne´ralisation du mode`le analyse´ par [Hodder Jackwerth, 2006]
(i.e. a = W 0 et D = 1) a` la prise en compte de l’aversion a` la sous-performance de
l’asset manager (i.e. D > 1).
2.3.1. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion a` la sous-performance
dans le cas d’un niveau e´leve´ d’incitation ﬁnancie`re.
Nous conside´rons le cas particulier ou` la valeur nume´rique du parame`tre d’inci-
tation ﬁnancie`re est supe´rieure ou e´gale a` celle du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance : θ/D ≥ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rents niveaux d’aversion a` la sous-performance,
D, la richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗, cf. ﬁgure ((Fig.17)),
et le niveau optimal d’exposition a` l’actif risque´ (note´ Pt
∗, cf. ﬁgure ((Fig.18)), en
fonction de la valeur de l’actif risque´.
On observe (cf. ﬁgure (Fig.17)) que, dans un un intervalle de valeurs me´dianes a`
basses de l’actif risque´, la strate´gie optimale pour l’asset manager averse a` la sous-
performance et be´ne´ﬁciant d’un niveau e´leve´ d’incitation ﬁnancie`re (i.e. θ/D > 1)
sur-performe la strate´gie de re´fe´rence de l’asset manager sans incitation et sans
aversion a` la sous-performance (i.e. θ = D = 1 cf. courbe rouge).
Cette sur-performance se traduit par une sur-exposition dont l’amplitude est une
fonction de´croissante du parame`tre D (cf. ﬁgure (Fig.18)). De plus, quand le ni-
veau du parame`tre D augmente, la zone de sur-performance est translate´e vers un
intervalle de valeurs plus basses du sous-jacent.
Enﬁn, on remarque que, quelque soit le niveau du parame`tre d’aversion a` la perte,
il se produit, dans un intervalle de valeurs e´leve´es de l’actif risque´, une sous-
exposition a` l’actif risque´ relativement au cas sans incitation et sans aversion (cf.
ﬁgure (Fig.18)).
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Figure 17. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion
a` la sous-performance pour θ/D ≥ 1 et t = 4.
Figure 18. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau d’aversion a` la
sous-performance pour θ/D ≥ 1 et t = 4.
2.3.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas de
l’asset manager fortement averse a` la sous-performance.
Nous nous plac¸ons a` pre´sent dans le cas particulier ou` la valeur du parame`tre d’inci-
tation ﬁnancie`re est infe´rieure a` celle de l’aversion a` la sous-performance : θ/D ≤ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rents niveaux du taux des frais de gestion va-
riables, c, la richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗, cf. ﬁgure
((Fig.19)), et le niveau optimal d’exposition a` l’actif risque´ (note´ Pt
∗, cf. ﬁgure
((Fig.20)), en fonction de la valeur de l’actif risque´.
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Nous pouvons faire les remarques suivantes :
Dans un intervalle de valeurs me´dianes du sous-jacent, l’asset manager ayant un
niveau e´leve´ d’aversion a` la sous-performance et recevant une incitation ﬁnancie`re
(i.e. pour θ/D ≤ 1) choisit de diminuer fortement la fraction de son portefeuille
investie en actif risque´ (cf. ﬁgure (Fig.20)).
L’amplitude de ce ”creux d’exposition, en absolu mais aussi relativement a` la
strate´gie de re´fe´rence sans incitation ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance
(courbe rouge), est une fonction de´croissante de c, le taux des frais de gestion va-
riables.
Dans un intervalle des valeurs basses de l’actif risque´, Il se produit une sur-exposition
par rapport a` la strate´gie de re´fe´rence sans incitation ni aversion a` la sous-performance
(cf. ﬁgure (Fig.20)).
Cette sur-exposition se traduit par une sur-performance de la strate´gie avec aver-
sion a` la perte et incitation ﬁnancie`re par rapport a` la strate´gie sans incitation
ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance (cf. ﬁgure Fig.19)) .
Figure 19. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion
a` la sous-performance pour θ/D ≤ 1 et t = 4.
2.3.3. Sensibilite´ aux variations des autres parame`tres (γ et a) et aux varia-
tions de l’horizon d’investissement conside´re´.
Pour l’asset manager dont l’incitation ﬁnancie`re est plus e´leve´e que le niveau d’aver-
sion a` la sous-performance (i.e. avec θ ≥ D), les eﬀets, sur l’allocation dynamique
optimale, du changement de valeur du parame`tre d’aversion au risque, γ, du seuil
de perte maximale, a, ou de l’horizon d’investissement, sont similaires au cas de
l’asset manager recevant une incitation ﬁnancie`re mais qui n’est pas averse a` la
sous-performance (i.e. θ > 1 et D = 1 , cf. chapitre pre´ce´dent).
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Figure 20. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau d’aversion a` la
sous-performance, pour θ/D ≤ 1 et t = 4.
De meˆme, pour l’asset manager dont le niveau d’incitation ﬁnancie`re est moins
e´leve´ que celui de l’aversion a` la sous-performance (i.e. avec θ < D), les eﬀets, sur
la strate´gie dynamique optimale, du changement de valeur des parame`tres de risque
et de l’horizon d’investissement sont les meˆmes que pour l’asset manager averse a` la
sous-performance mais ne recevant pas d’incitation ﬁnancie`re (i.e. θ = 1 et D > 1,
cf. premie`re partie de la the`se).
2.3.4. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
D dans le cas particulier ou` a = W 0.
Nons analysons a` pre´sent le cas particulier ou` le budget de risque est maximum :
a = W 0.
Dans ce cas, la strate´gie de re´fe´rence, i.e. optimale pour l’asset manager sans inci-
tation ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance (i.e. θ = D = 1), s’identiﬁe au
portefeuille de Merton. Ce portefeuille, note´ H∗, est caracte´rise´ par une strate´gie
dynamique a` poids constant, note´ h∗.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rents niveaux du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, note´ D, la richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗,
cf. ﬁgure ((Fig.21)), et le niveau optimal d’exposition a` l’actif risque´ (note´ Pt
∗, cf.
ﬁgure ((Fig.22)), en fonction de la valeur de l’actif risque´.
Notons tout d’abord que le cas sans aversion (i.e. D = 1, c ≥ 0) correspond au
mode`le de [Hodder Jackwerth, 2006].
Le niveau d’exposition a` l’actif risque´ est une fonction de´croissante du parame`tre
d’aversion a` la sous-performance.
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En dessous d’un certain seuil de valeur du parame`tre d’aversion a` la perte, il y
a sur-exposition par rapport a` la strate´gie de re´fe´rence (i.e. θ = D = 1), dans un
intervalle de valeurs me´dianes de l’actif risque´. Le montant de la sur-exposition
de´croˆıt avec la parame`tre D.
Finalement, au dessus de ce meˆme seuil, la sous-exposition par rapport a` la strate´gie
de re´fe´rence (i.e. θ = D = 1) devient permanente.
Figure 21. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion
a` la sous-performance pour a = W 0 et t = 4.
Figure 22. Strate´gie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a` la sous-performance - valeurs interme´diaires de
l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du niveau d’aversion a` la
sous-performance pour a = W 0 et t = 4 .
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3. Crite`re Moyenne Variance avec double contrainte de risque
3.1. Proble`me d’investissement conside´re´ et expression de la strate´gie
optimale.
Nous conside´rons dans cette section l’asset manager ”HARA Loss Averse” dont
la fonction d’utilite´ est suivante 28 :
v(z
′
) ≡
{
u(z
′
) + (1−D)D u(0) si z
′
< 0
u(z
′
)/D si z
′ ≥ 0 (3.1)
avec
z
′ ≡ (FT (WT )− FT (W 0))/b ≡ YT + d×Max (YT , 0): l’exce´dent de re´mune´ration
par rapport au niveau central de re´mune´ration (a` la constante b pre`s),
d ≡ c/b: le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re 29,
YT ≡ WT −W 0: l’e´cart de valeur ﬁnale entre le portefeuille ge´re´ et la cible
de richesse de l’investisseur,
u(x): x− x2/2a , la fonction d’utilite´ quadratique,
a ≡ −α0 ×W 0: le seuil de sur-performance maximale autorise´e,
avec α0 < 0,
D: le niveau d’aversion a` la sous-performance de l’asset manager,
avec D ≥ 1.
Ainsi, nous faisons l’hypothe`se que l’asset manager a une forme ge´ne´ralise´e de
fonction d’utilite´ quadratique adapte´e a` la prise en compte de son aversion a` la
sous-performance.
Autrement dit, il cherche a` maximiser l’espe´rance de sa re´mune´ration ﬁnale sous
la double contrainte implicite de risque suivante : contrainte de ”Tracking Error
Volatilite´” maximale 30 et contrainte d’espe´rance de sous-performance maximale 31.
28. il s’agit de la fonction d’utilite´ ”HARA loss averse” donne´e par l’e´quation (1.2) dans le cas
particulier ou` γ ≡ −1, C1 ≡ −1/A , C2 ≡ A/2 et a ≡ A ≡ −α0 ×W 0 > 0.
29. On rappelle que le parame`tre d est de´ﬁni comme le rapport entre le taux des frais de gestion
variables, note´ c, et le taux des frais de gestion sur encours, note´ b ou` on suppose que 0 < b < 1
et 0 ≤ c < 1− b.
30. contrainte de niveau maximum de risque mesure´ par l’e´cart-type de sa re´mune´ration
exce´dentaire.
31. Il s’agit de la contrainte ”Limited Expected Loss” de [Basak et al., 2008] qui est similaire
a` la CVaR. Pour plus de de´tails sur l’inte´gration de cette contrainte de risque dans le cadre
d’un proble`me d’investissement ”moyenne variance downside risk” (i.e. asset manager ayant une
fonction d’utilite´ quadratique), voir le chapitre 2 ci-dessus (premie`re partie de la the`se).
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De plus, nous supposons que l’asset manager doit prendre en compte une contrainte
de richesse ﬁnale minimale positive ou nulle 32.
On peut supposer que ces contraintes sont impose´es a` l’asset manager par l’in-
vestisseur dans le cadre du mandat de gestion ou par le risk manager.
Le proble`me de l’asset manager s’e´crit donc de la fac¸on suivante :
Proble`me 21.
(P21)
{
max
YT∈ L2(P )
E
{
v(YT + d (YT )
+
)
}
s.a. E(YT /HT ) = 1−W 0 × E {1/HT } ; YT ≥ Y 0 avec Y 0 < 0
avec z → v(z) ≡ u(z)1{z<0} + u(z)/D × 1{z≥0} 33
avec z → u(z) ≡ z − z2/2a la fonction d’utilite´ quadratique,
avec a, a ≥ 0, le parame`tre de tole´rance au risque de l’asset manager,
avec D, D ≥ 1, le degre´ d’aversion a` la sous-performance de l’asset manager.
Notons que la strate´gie optimale du proble`me (P21) sans la contrainte de protection
(i.e. YT ≥ Y 0 ≡ −∞) est celle du proble`me (P19) dans le cas particulier ou` l’ex-
pression de la fonction d’utilite´ HARA de l’asset manager est donne´e par l’e´quation
(3.1).
Dans le cas plus ge´ne´ral ou` l’asset manager doit prendre en compte une contrainte
d’assurance de portefeuille en plus de son aversion au risque, le the´ore`me suivant
donne l’expression de la richesse terminale optimale :
The´oreme 9. La richesse terminale solution du proble`me (P21) est donne´e
par l’expression suivante :
(1) Pour θ ≤ D
Y ∗T =


a
θ (1− Dθ kHT ) si HT > kDθ
0 si k < HT ≤ kDθ
a(1− kHT ) si H
∗ < HT ≤ k
Y 0 si HT ≤ H∗
32. Ce qui implique en particulier l’exclusion des valeurs de richesses ne´gatives qui ne sont
pas souhaitables car sinon cela reviendrait a` conside´rer que l’asset manager peut avoir une
re´mune´ration ne´gative ou de manie`re e´quivalente que la richesse ﬁnale de l’investisseur peut eˆtre
ne´gative.
En eﬀet si cette contrainte de richesse non ne´gative est naturellement ve´riﬁe´e pour la fonction
d’utilite´ CRRA ou Iso-e´lastique, car elle exhibe une utilite´ marginale e´gale a` +∞ en 0, ce n’est
pas le cas de la fonction d’utilite´ quadratique.
Ainsi la richesse terminale, solution optimale du proble`me Moyenne Variance sans contrainte
supple´mentaire d’assurance de portefeuille peut prendre des valeurs ne´gatives.
33. La re´mune´ration exce´dentaire exprime´e en fonction de l’e´cart de richesse ﬁnale, YT ≡
WT −W 0 peut s’e´crire de la manie`re suivante : YT → Z′T ≡ YT × 1{YT<0} + θYT × 1{YT≥0},
ou` on a pose´ θ ≡ 1 + d.
En remarquant de plus que u(0) = 0, on obtient l’expression suivante de la fonction a` maximiser
dans le proble`me d’investissement :
w(YT ) ≡ v(Z
′
T )) =
{
u(YT ) si YT < 0
u(θ × YT )/D si YT ≥ 0
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(2) Pour θ ≥ D et ζ ≥ ζ∗ ≡ (θ/D−1)
(θ/
√
(D) +1)
34,
Y ∗T =


a
θ (1− Dθ kHT ) si HT > H∗
a(1− kHT ) si H
∗ < HT ≤ H∗
Y 0 si HT ≤ H∗
(3) Pour θ ≥ D et 0 < ζ ≤ ζ∗,
Y ∗T =
{
a
θ (1− Dθ kHT ) si HT > H
∗
Y 0 si HT ≤ H∗
avec H∗ = k1+ζ∗ ,H
∗ = k1+ζ , avec pour θ ≥ D, H∗ ≡ kDθ
[
1 + θζ −√((θ2 −D) ζ2 + 2 (θ −D) ζ]−1
35
avec ζ ≡ −Y 0/a ou` ζ > 0 et ou` on a pose´ θ ≡ 1 + d,
et avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(YT /HT ) = 1−W 0×E {1/HT },
Par voie de conse´quence, on en de´duit les re´sultats suivants :
Conse´quence 17. Pour θ = D,
(1) La richesse terminale optimale correspondant au proble`me (P21) est donne´e par
l’expression suivante :
Y ∗T =


a
θ (1 − kHT ) si HT > k
a(1− kHT ) si k1−(Y 0)/a < HT ≤ k
Y 0 si HT ≤ k1−Y 0/a
(2) La fonction de re´mune´ration ”exce´dentaire” de l’asset manager ”loss averse” cor-
respondant au proble`me (P21) est donne´e par l’expression suivante : Z∗T = bYT
∗∗
avec YT
∗∗ :
YT
∗∗ ≡
{
a(1− kHT ) si HT > k1−Y 0/a
Y 0 si HT ≤ k1−Y 0/a
Il s’agit, a` la constante k pre`s, de l’expression de la re´mune´ration de l’asset manager
de re´fe´rence 36.
Autrement dit, a` la contrainte de budget pre`s, l’asset manager recevant des frais
de gestion variables a le meˆme proﬁl de gain optimal que l’asset manager sans
incitation ﬁnancie`re et sans aversion.
Les expressions de la valeur interme´diaire et de l’allocation dynamique de la strate´gie
optimale sont donne´es dans les proprie´te´s (35) et (36) ci-dessous :
34. ζ∗ est solution de H∗ = k/ (1 + ζ). De fac¸on e´quivalente, ζ∗ est solution de l’e´quation
suivante : f (1 + ζ) = 0 avec f (x) ≡ g(xD/θ)/D − g(1 + ζ) + aζ(1 + ζ − x) ou encore
f (1 + ζ) ≡ g((1 + ζ)D/θ) − g(1 + ζ) = 0 avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] ≡ a
2
(1− x)2.
35. k/H∗ est solution de l’e´quation suivante : f
(
k
H∗
)
= 0
avec f (x) ≡ g(xD/θ)/D − g(1 + ζ) + aζ(1 + ζ − x) et avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] ≡ a
2
(1− x)2
36. asset manager sans aversion a` la sous-performance et sans commission de sur-performance
mais soumis a` la meˆme contrainte de protection que celle du proble`me conside´re´.
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Proprie´te´ 35. La valeur a` la date t de la solution optimale du proble`me (P21),
note´e Y ∗t , est donne´e par la formule suivante :
(1) Pour θ ≤ D
Y ∗t = Y
0ZC(T−t)+akD
θ2
P (It,
θ
kD
, T−t)+ak
{
P (It,
1 + ζ
k
, T − t)− P (It, 1
k
, T − t)
}
(2) Pour θ ≥ D et ζ ≥ ζ∗ ≡ (θ/D−1)
(θ/
√
(D) +1)
Y ∗t = Y
0ZC(T−t)+ak(D
θ2
−1)P (It, I∗, T−t)+akP (It, I∗, T−t)+ a√
D
(
1− D
θ
)
B(It, I
∗, T−t)
(3) Pour θ ≥ D et 0 < ζ ≤ ζ∗,
Y ∗t = Y
0ZC(T−t)+akD
θ2
P (It, I
∗
, T−t)+a
θ
{√
(θ2 −D)ζ2 + 2(θ −D)ζ
}
B(It, I
∗
, T−t)
avec It qui de´signe la valeur interme´diaire du portefeuille, atteignant la richesse
terminale, IT ≡ 1/HT ,
avec θ ≡ 1 + d, ζ ≡ −Y 0/a, I∗ = 1/H∗, I∗ = 1/H∗, I∗ = 1/H∗, ou` H∗, H∗,
H∗ et k tels que de´ﬁnis dans le the´ore`me 9,
avec P (Zt, X, T − t), (resp. B(Zt, X, T − t)) qui de´signe la valeur de l’option put
europe´en, (resp. de l’option Put binaire ”Cash or Nothing”) de strike X, d’e´che´ance
T − t, sur le sous-jacent Zt et ZC(T − t) le prix de l’obligation Ze´ro-Coupon
d’e´che´ance T − t obtenus dans le cadre du mode`le a` deux actifs de Black & Scholes.
Proprie´te´ 36. Dans le cadre du mode`le de Black & Scholes (a` une seule
source de risque), l’allocation de la strate´gie dynamique optimale correspondant au
proble`me (P21) est donne´e par l’expression suivante :{
w∗tW
∗
t investi (en cash) dans l’actif risque´ M
(1− w∗t )W ∗t investi (en cash) dans l’A.S.R
Ou w∗tW ∗t ≡ dW
∗
t
dIt
(−h)It est donne´e par la formule suivante :
– Pour θ ≤ D,
w∗tW
∗
t = akhIt
[
D
θ2
N(−d1( θ
kD
)) +N(−d1(1 + ξ
k
))−N(−d1( 1
k
))
]
– Pour θ ≥ D et ζ ≥ ζ∗ ≡ (θ/D−1)
( θ/
√
(D) +1)
,
w∗tW
∗
t = akhIt
[(
D
θ 2
− 1
)
N(−d1(I∗)) +N(−d1(I∗))
]
+
a√
D
(
1− D
θ
)
e−r(T−t)hΦ(d2(I∗))
λ
√
T − t
– Pour θ ≥ D et 0 < ζ ≤ ζ∗,
w∗tW
∗
t =
akD
θ2
hItN(−d1(I
∗
))+
a
θ
{√
(θ2 −D2)ξ2 + 2(θ −D)ζ
} e−r(T−t)hΦ(d2(I∗))
λ
√
T − t
avec N(.), resp. Φ(.), la fonction de re´partition, resp. la fonction de densite´, de la
loi normale,
avec d1(X) ≡ ln( Ite{−r(T−t)}X/σ∗+σ∗/2 et d2(X) ≡ d1(X)− σ∗,
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avec (σ∗)2 ≡ V ar
[
ln( ITIt )
]
= (λ)
2 × (T − t),
et avec les autres parame`tres et variables tels que de´ﬁnis dans le the´ore`me 9.
Finalement, on rappelle que, sous les hypothe`ses du mode`le de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a` deux : la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, celle du porte-
feuille de Merton, H∗t , et enﬁn, celle de l’actif risque´, Mt
37.
Cette proprie´te´ nous permet en particulier, a` tout instant t, d’exprimer la valeur de
la richesse optimale en exce`s du celle du benchmark, note´e Y ∗t , en fonction de Mt ;
expression qui nous sera utile pour analyser les proprie´te´s de la strate´gie optimale.
3.2. Analyse de sensibilite´ du ”pay-oﬀ” optimal.
Nous analysons l’eﬀet sur le proﬁl de gain optimal de l’existence d’une re´mune´ration
incitative couple´e a` une double contrainte d’aversion a` la sous-performance et d’as-
surance de portefeuille.
En particulier, nous voulons comparer le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager
averse a` la sous-performance et recevant des frais de gestion variables avec celui de
l’asset manager sans incitation ﬁnancie`re et/ou sans aversion a` la sous-performance.
En nous appuyant sur le meˆme exemple d’application nume´rique, dans le cadre
du mode`le de B & S a` deux actifs, que celui de la section pre´ce´dente 38, nous
e´tudions la sensibilite´ du proﬁl de gain optimal aux variations des parame`tres de
re´mune´ration et de risque du mode`le conside´re´.
3.2.1. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion a` la sous-performance
- cas de l’asset manager be´ne´ﬁciant d’un niveau e´leve´ d’incitation ﬁnancie`re.
Nous conside´rons le cas particulier ou` la valeur du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re,
θ ≡ 1+c/b, est plus e´leve´e que celle du parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
D : θ/D ≥ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs de l’aversion a` la sous-performance,
D 39, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.23)), de l’asset ma-
nager (cf. ﬁgure (Fig.24)) et de l’investisseur (cf. ﬁgure (Fig.25)) en fonction de la
valeur de l’actif risque´.
Les caracte´ristiques du proﬁl de gain optimal pour l’asset manager, averse a` la
sous-performance et be´ne´ﬁciant d’une incitation ﬁnancie`re, changent en fonction
37. En particulier, dans le cadre du mode`le de B&S, on obtient les proprie´te´s de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille nume´raire, Ht, ou du portefeuille de
Merton, H∗t , en fonction de celle de l’actif risque´ Mt et re´ciproquement :
on a Ht = Ψ(t)(Mt)h avec Ψ(t) ≡ e(r−λ(
µ
σ
−σ
2
−λ
2
))t = e(1−h)(r+
λ2
2h
)t = e(1−h)(r+
hσ2
2
)t,
et H∗t = Γ(t)(Mt)h∗ avec Γ(t) ≡ H∗0 e(1−h
∗)(r+ (λ/γ)
2
2h∗ )t = H∗0 e
(1−h∗)(r+h∗σ2
2
)t.
38. On rapelle que les valeurs nume´riques utilise´es sont les suivantes : r = 4%, µ = 10%,
σ = 20%, γ = 75%, T = 5, et W 0 ≡ erT = 122% ; ce qui donne en particulier λ = 30%, h = 150%
et h∗ = 200%.
39. pour une valeur ﬁxe´e du taux des frais de gestion variables c ve´riﬁant θ/D ≥ 1.
3. CRITE`RE MOYENNE VARIANCE AVEC DOUBLE CONTRAINTE DE RISQUE 277
du niveau d’aversion a` la sous-performance conside´re´.
(1) Discontinuite´ de la richesse terminale :
Pour D < θ, le pay-oﬀ est discontinu (ce qui n’est pas le cas de celui
de la strate´gie sans incitation ﬁnancie`re, cf. courbe rouge) et l’amplitude
de cette discontinuite´ diminue en meˆme temps que le niveau du parame`tre
d’aversion a` la sous-performance, D, augmente.
A la valeur seuil, D = θ, cas ou` le parame`tre d’aversion a` la sous-
performance est e´gal au niveau du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re, le
pay-oﬀ de la strate´gie optimale devient continu (cf. ﬁgure (Fig.23)).
(2) Proﬁl de gain du portefeuille :
On peut observer sur la ﬁgure (Fig.23) que le niveau de risque du proﬁl
de gain de la strate´gie optimale est une fonction de´croissante du niveau
d’aversion a` la sous-performance ; plus d’aversion a` la sous-performance
implique moins de perte dans les sce´narios de marche´ de´favorables et moins
de plus-value dans les cas favorables.
(3) Proﬁl de re´mune´ration de l’asset manager :
Globalement, l’aversion a` la sous-performance a pour eﬀet de diminuer
de manie`re conse´quente l’exce`s de re´mune´ration perc¸u par l’asset mana-
ger qui est lie´ a` l’incitation ﬁnancie`re (cf. ﬁgure (Fig.24)) :
– le proﬁl de l’asset manager avec incitation et sans aversion a` la perte
(courbe bleue) est discontinu et fortement exce´dentaire (par rapport
au cas sans inicitation ﬁnancie`re, courbe rouge) dans la zone de sur-
performance,
– au contraire, pour une valeur du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re et du
parame`tre d’aversion a` la perte identique
(i.e. cas D = θ ≡ 1 + c/b = 5 > 1, cf. courbe rose), l’asset manager a
un proﬁl de re´mune´ration continu et beaucoup moins exce´dentaire.
On en de´duit que la prise en compte par l’asset manager, recevant une incitation
ﬁnancie`re, d’une contrainte implicite d’aversion a` la perte change son comporte-
ment d’investissement de la manie`re suivante :
– d’une part, le proﬁl de gain pour l’investisseur est plus e´quilibre´ que dans
le cas sans contrainte d’aversion a` la sous-performance. Cela se traduit par
plus de gain en cas de sous-performance, un faible couˆt d’opportunite´ en cas
de sur-performance, et un saut de richesse moins important entre la zone de
gain et de perte,
– d’autre part, le proﬁl de re´mune´ration pour l’asset manager est moins asyme´trique ;
le casD = θ correspondant a un proﬁl de re´mune´ration parfaitement syme´trique.
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Figure 23. Strate´gies optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau d’aversion a`
la sous-performance D pour c ﬁxe´ et θ/D ≥ 1.
Figure 24. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
exce´dent de richesse de l’asset manager - eﬀet du niveau d’aversion
a` la sous-performance, D pour c ﬁxe´ et θ/D ≥ 1.
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Figure 25. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- exce´dent de richesse de l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau
d’aversion a` la sous-performance, D pour c ﬁxe´ et θ/D ≥ 1.
3.2.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas ”cen-
tral” ou` le parame`tre d’aversion a` la sous-performance est e´gal au niveau d’incita-
tion ﬁnancie`re.
Nous nous plac¸ons dans le cas ou` le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re est e´gal a`
celui de l’aversion a` la sous-performance : θ ≡ D ≥ 1 avec θ ≡ 1 + c/b.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion variables
c 40, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille (cf. ﬁgure (Fig.26)), de l’asset ma-
nager (cf. ﬁgure (Fig.27)) et de l’investisseur (cf. ﬁgure (Fig.28)) en fonction de la
valeur de l’actif risque´.
Quelque soit la valeur des parame`tres c et D conside´re´s, ve´riﬁant D = θ ≥ 1, les
caracte´ristiques du proﬁl de gain optimal pour l’asset manager restent inchange´es :
– le pay-oﬀ de la strate´gie optimale est continu (cf. ﬁgure (Fig.26)).
– le niveau de risque global est une fonction de´croissante du parame`tre d’inci-
tation ﬁnancie`re (ou de fac¸on e´quivalente, une fonction croissante du niveau
d’aversion a` la sous-performance). Ceci se traduit par plus de gain dans les
sce´narios de marche´ de´favorables et moins de plus-value dans les sce´narios
favorables (cf. ﬁgure (Fig.26)).
– Le proﬁl de re´mune´ration de l’asset manager est syme´trique et continu (cf.
ﬁgure (Fig.27)).
40. pour une valeur variable du parame`tre d’aversion a` la sous-performance, D, ve´riﬁant D =
θ ≡ 1 + c/b et avec b ﬁxe´.
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Figure 26. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
exce´dent de richesse du portefeuille - eﬀet du niveau du taux des
frais de gestion variables c pour D = θ.
Figure 27. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
exce´dent de richesse de l’asset manager - eﬀet du niveau du taux
des frais de gestion variables c pour D = θ.
3.2.3. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas de
l’asset manager fortement averse a` la sous-performance.
Nous nous inte´ressons au cas ou` le niveau d’incitation ﬁnancie`re est infe´rieur a`
celui de l’aversion a` la sous-performance : θ/D ≤ 1 avec θ ≡ 1 + c/b.
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Figure 28. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- exce´dent de richesse de l’investisseur ﬁnal - eﬀet du niveau du
taux des frais de gestion variables c pour D = θ.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, c 41, l’exce´dent de richesse ﬁnale du portefeuille en fonction de la valeur de
l’actif risque´ (cf. ﬁgure (Fig.29)).
Cette ﬁgure nous montre que le proﬁl de gain optimal pour l’asset manager averse
a` la perte, et dont le niveau d’incitation ﬁnancie`re est plus faible que son aversion
a` la sous-performance (i.e. D ≥ θ > 1), est semblable a` celui d’un asset manager
averse a` la sous-performance mais ne be´ne´ﬁciant pas d’incitation ﬁnancie`re
(i.e. D > θ = 1, cf. premie`re partie de la the`se).
Le niveau de risque du portefeuille optimal croˆıt avec la valeur du taux des frais
de gestion variables : en particulier, quand la valeur de c augmente, l’amplitude de
l’intervalle, ou` il est optimal de ge´rer passivement le portefeuille, diminue.
41. pour un niveau ﬁxe´ du parame`tre d’aversion a` la sous-performance, D.
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Figure 29. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- eﬀet du niveau du taux des frais de gestion variables c pour
θ/D ≤ 1.
3.2.4. Sensibilite´ de la valeur des strikes aux variations du parame`tre d’aver-
sion a` la sous-performance.
Nous analysons l’eﬀet du changement de valeur du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, D, sur les ”strikes” (prix d’exercice) des options comprises dans dans
l’expression de la strate´gie optimale (cf. proprie´te´ 35 ci dessus).
Ces strikes s’identiﬁent e´galement aux bornes des intervalles de valeurs de l’ac-
tif risque´ ou` l’expression de la strate´gie optimale reste la meˆme (i.e. les diﬀe´rents
e´tats de richesse), voir le the´ore`me 9 ci-dessus.
Nous avons repre´sente´ le niveau de ces ”strikes”, note´sM0,Mmin ,Mmax etM
∗∗ 42,
en fonction de la valeur de l’aversion a` la sous-performance, D, pour Y 0 = −∞ (cas
sans protection de la richesse ﬁnale, cf. ﬁgure (Fig.30)), et pour Y 0 = −22% (cas
avec protection de l’inte´gralite´ du capital investi, cf. ﬁgure (Fig.31)).
Tout d’abord commentons le cas ou` il n’y a pas de protection de richesse (voir
la ﬁgure (Fig.30)) :
(1) Pour D > θ = 5,
Pour ces valeurs les plus e´leve´es du parame`tre d’aversion a` la perte, D,
la strate´gie optimale prend une forme a` trois e´tats similaire a` celle de la
strate´gie optimale pour l’asset manager averse a` la perte mais ne recevant
42. l’expression de M0, respectivement Mmin , respectivement Mmax , respectivement M∗∗
s’obtient de celle de H∗, respectivement k, respectivement k × D/θ, respectivement H∗ par la
fonction de transformation donnant la valeur de Mt en fonction de celle de Ht dans le cadre du
mode`le de Black & Scholes.
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Figure 30. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau d’aversion a` la sous-
performance, D
Les valeurs nume´riques utilise´es sont les suivantes : Y 0 = −∞,
a = 50%, b = 5%, c = 20% ; ce qui implique θ = 5.
Figure 31. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
sans assurance de portefeuille - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a` la sous-performance, D
Les valeurs nume´riques utilise´es sont les suivantes : Y 0 = −22%,
a = 50%, b = 5%, c = 20% ; ce qui implique θ = 5.
pas d’incitation ﬁnancie`re (voir partie I de la the`se).
La largeur de l’intervalle de valeurs du sous-jacent dans lequel il est
optimal de ge´rer passivement le portefeuille est une fonction croissante
du parame`tre d’aversion a` la perte, D. Ainsi, Mmin est une fonction
de´croissante du parame`tre D tandis que Mmax est une fonction crois-
sante de ce meˆme parame`tre.
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A la valeur limite, D = θ, il n’est plus optimal de ge´rer passivement
le portefeuille puisqu’on a Mmin = Mmax .
(2) Pour D ≤ θ = 5,
Pour ces valeurs les plus basses du parame`tre d’aversion a` la sous-performance,
la strate´gie optimale prend une forme a` deux e´tats similaire a` l’expres-
sion de la strate´gie optimale pour l’asset manager non averse a` la sous-
performance mais be´ne´ﬁciant d’une incitation ﬁnancie`re (analyse´e dans la
quatrie`me section du pre´ce´dent chapitre).
Dans le cas ou` l’asset manager doit tenir compte d’une contrainte de protection (cf.
ﬁgure (Fig.31), on peut faire les remarques suivantes :
(1) Pour D > θ = 5,
Pour ces valeurs les plus e´leve´es du parame`tre d’aversion a` la perte, D, la
strate´gie optimale prend une forme a` quatre e´tats similaire a` celle de la
strate´gie optimale pour l’asset manager averse a` la perte, sous contrainte
d’assurance de portefeuille, et ne recevant pas d’incitation ﬁnancie`re (voir
partie I de la the`se).
On observe le meˆme eﬀet que dans le cas sans protection de capital :
l’amplitude de la zone ou` il est optimal pour l’asset manager de ge´rer pas-
sivement le portefeuille est une fonction croissante du parame`tre d’aver-
sion a` la sous-performance, D.
Ainsi, quand le parame`tre d’aversion a` la sous-performance,D, augmente,
la zone de gestion passive s’e´tend au de´triment des autres zones de ri-
chesses e´leve´es et basses ou` il est optimal de ge´rer activement le por-
tefeuille ou bien d’imple´menter une strate´gie d’assurance de portefeuille
(zone de valeurs de l’actif risque´ les plus faibles, i.e. sous- jacent en des-
sous du seuil M0).
(2) Pour D ≤ θ = 5 et D > 1,
La strate´gie optimale prend la forme a` trois e´tats du the´ore`me 9.
Quand le parame`tre d’aversion a` la sous-performance, D, diminue, la
zone ou` la contrainte de protection du capital est active (assurance de
portefeuille) croˆıt au de´triment de la zone de gestion active avec sous-
performance.
(3) pour D = 1
La strate´gie optimale admet l’expression a` deux e´tats du the´ore`me 9.
La richesse ﬁnale du portefeuille passe directement d’un e´tat de sur-
performance ou` la gestion du portefeuille est active et favorise la re´mune´ration
de l’asset manager a` un e´tat de protection de la richesse ﬁnale (il n’y a
plus d’e´tat interme´diaire de gestion active avec sous-performance).
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Nous en de´duisons que la prise en compte d’une contrainte d’aversion a` la sous-
performance tend a` modiﬁer le comportement de l’asset manager recevant des frais
de gestion variables et l’incite naturellement a` adopter le comportement typique
d’un investisseur averse a` la sous-performance.
L’asset manager va ainsi arbitrer, en partie ou inte´gralement (d’autant plus que
son aversion a` la sous-performance est grande), l’e´tat de sous-performance et de
sur-performance, ou` l’asset manager suit une gestion active ou d’assurance de por-
tefeuille, au proﬁt d’un e´tat de gestion passive sans exposition a` l’actif risque´ (zone
ou` la richesse ﬁnale est e´gale a` la cible de richesse de l’investisseur).
3.3. Analyse de la strate´gie dynamique optimale.
Nous e´tudions la sensibilite´ de l’allocation dynamique optimale aux variations du
parame`tre d’aversion a` la sous-performance, D, et du taux des frais de gestion va-
riables c.
En particulier nous comparerons l’allocation dynamique mise en place par l’as-
set manager averse a` la sous-performance et recevant des frais de gestion variables
(D > 1 et θ > 1) a` celle du ge´rant sans aversion a` la sous-performance et/ou sans
ne be´ne´ﬁciant pas de frais de gestion variables (D = 1 et/ou θ = 1).
3.3.1. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’aversion a` la sous-performance
dans le cas d’un niveau e´leve´ d’incitation ﬁnancie`re.
Nous conside´rons le cas particulier ou` la valeur nume´rique du parame`tre d’inci-
tation ﬁnancie`re est supe´rieure ou e´gale a` celle du parame`tre d’aversion a` la sous-
performance : θ/D ≥ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rents niveaux d’aversion a` la sous-performance,
D, la richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗, cf. ﬁgure ((Fig.32)),
et le niveau optimal d’exposition a` l’actif risque´ (note´ Pt
∗, cf. ﬁgure ((Fig.33)), en
fonction de la valeur de l’actif risque´.
Dans une zone de valeurs me´dianes du sous-jacent, la strate´gie avec aversion et
niveau d’incitation e´leve´ (i.e. θ/D ≥ 1) sur-performe la strate´gie de re´fe´rence sans
incitation et sans aversion (courbe rouge) (cf. ﬁgure (Fig.32)).
Cette sur-performance se traduit par une sur-exposition relativement a` la strate´gie
de re´fe´rence sans incitation et sans aversion. L’amplitude de cette sur-exposition
est une fonction de´croissante du parame`tre D. Finalement, quand le niveau du pa-
rame`tre D augmente, la zone de sur-performance est translate´e vers des valeurs
plus basses du sous-jacent (cf. ﬁgure (Fig.33)) .
Enﬁn, on observe une sous-exposition importante par rapport au cas sans inci-
tation et sans aversion dans une zone de valeurs me´dianes-hautes du sous-jacent
(cf. ﬁgure (Fig.33)).
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Figure 32. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
valeurs interme´diaires de l’exce´dent de richesse du portefeuille -
eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance pour θ/D ≥ 1 et
t = 4.
Figure 33. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- valeurs interme´diaires de l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du
niveau d’aversion a` la sous-performance pour θ/D ≥ 1 et t = 4.
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3.3.2. Sensibilite´ aux variations du parame`tre d’incitation ﬁnancie`re - cas de
l’asset manager fortement averse a` la sous-performance.
Nous nous plac¸ons a` pre´sent dans le cas particulier ou` la valeur du parame`tre d’inci-
tation ﬁnancie`re est infe´rieure a` celle de l’aversion a` la sous-performance : θ/D ≤ 1.
Nous avons repre´sente´, pour diﬀe´rents niveaux du taux des frais de gestion va-
riables, c, la richesse interme´diaire du portefeuille optimal (note´e Yt
∗, cf. ﬁgure
((Fig.34)), et le niveau optimal d’exposition a` l’actif risque´ (note´ Pt
∗, cf. ﬁgure
((Fig.35)), en fonction de la valeur de l’actif risque´.
Dans une zone des valeurs me´dianes du sous-jacent, l’asset manager avec incita-
tion ﬁnancie`re et ayant un niveau e´leve´ d’aversion a` la sous-performance (i.e. pour
θ/D ≤ 1) choisit de de´-investir fortement son portefeuille en actif risque´ (cf. ﬁ-
gure (Fig.35)). A noter que l’amplitude de cette sous-exposition est une fonction
de´croissante du taux des frais de gestion variables, c.
D’autre part, on observe sur la ﬁgure (Fig.35) qu’une sur-exposition par rapport a`
la strate´gie de re´fe´rence, sans incitation ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance
(courbe rouge), se produit dans la zone de valeurs les plus basses de l’actif risque´.
Dans cet e´tat de sur-exposition a` l’actif risque´, la strate´gie avec aversion a` la sous-
performance et incitation ﬁnancie`re, sur-performe la strate´gie de re´fe´rence sans in-
citation ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance (courbe rouge, cf.ﬁgure Fig.34).
Enﬁn, on notera que le niveau de risque global du proﬁl de gain de l’asset ma-
nager averse a` la sous-performance est une fonction croissante du taux des frais de
gestion variables c. En eﬀet, quand la valeur du parame`tre c augmente,
-il y a moins de gain / moins d’exposition risque´e dans une zone de valeurs basses
de l’actif risque´,
-il y a plus de gain / plus d’exposition risque´e dans une zone de valeurs me´dianes
de l’actif risque´,
-il y a moins de gain / moins d’exposition risque´e dans une zone de valeurs e´leve´es
de l’actif risque´.
On comparera sur la ﬁgure (Fig.35), la courbe bleue (cas sans incitation) avec
la courbe verte et la courbe rose (cas avec incitation ﬁnancie`re correspondant res-
pectivement a` c = 10% et c = 20%).
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Figure 34. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance -
valeurs interme´diaires de l’exce´dent de richesse du portefeuille -
eﬀet du niveau d’aversion a` la sous-performance pour θ/D ≤ 1 et
t = 4.
Figure 35. Strate´gie optimale du proble`me Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a` la sous-performance
- valeurs interme´diaires de l’exposition a` l’actif risque´ - eﬀet du
niveau d’aversion a` la sous-performance, pour θ/D ≤ 1 et t = 4.
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4. Conclusion du chapitre
Nous avons re´solu le proble`me d’investissement de l’asset manager HARA, be´ne´ﬁciant
d’une incitation ﬁnancie`re sous la forme de frais de sur-performance, et qui cherche
a` maximiser l’utilite´ espe´re´e de sa re´mune´ration ﬁnancie`re, a` un horizon d’investis-
sement donne´, et sous contrainte d’aversion a` la sous-performance.
Nous avons montre´ que le proﬁl de gain optimal de´pend du rapport entre le pa-
rame`tre d’incitation ﬁnancie`re, note´ θ 43, et le parame`tre d’aversion a` la sous-
performance, note´ D 44, de la manie`re suivante :
(1) Pour l’asset manager qui est ” faiblement ” averse a` la perte (θ > D > 1),
le proﬁl de richesse ressemble a` celui de l’asset manager non averse a` la
perte et recevant une incitation ﬁnancie`re (θ > D = 1).
– Pour l’asset manager CRRA, il s’agit d’un proﬁl asyme´trique et discon-
tinu a` deux e´tats de richesse plus risque´ que celui de l’asset manager
de re´fe´rence sans aversion ni incitation ﬁnancie`re (cas θ = D = 1 ou` le
pay-oﬀ est syme´trique et continu).
– Pour l’asset manager ayant une fonction d’utilite´ quadratique et soumis
a` une contrainte supple´mentaire d’assurance de portefeuille, le proﬁl est
asyme´trique et discontinu a` deux ou trois e´tats de richesse. Pour un ni-
veau suﬃsamment e´leve´e de la contrainte de protection 45, la strate´gie
optimale prendra une forme a` deux e´tats moins risque´e que la strate´gie
suivie par l’asset manager de re´fe´rence sans aversion ni incitation ﬁ-
nancie`re. Dans le cas contraire (i.e. niveau de protection faible), la
strate´gie prendra une forme a` trois e´tats de richesse plus risque´e que la
strate´gie de re´fe´rence.
– une courbe d’exposition a` l’actif risque´ en fonction de la valeur de cet
actif en forme de cloche asyme´trique : il se produit un ”pic” d’exposi-
tion (qui correspond e´galement au ”pic” de sur-exposition par rapport
au cas sans incitation ﬁnancie`re) dans un intervalle de valeurs basses a`
me´dianes du sous-jacent.
43. dont l’expression exacte est la suivante : 1 + c/b ou` c est la valeur du taux des frais de
sur-performance et b celle du taux des frais de gestion sur encours
44. qui de´pend implicitement du niveau maximum tole´re´e d’espe´rance de sous-performance
(”Limited Expected Loss”), voir la premie`re partie de la the`se.
45. toute chose restant e´gale par ailleurs
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(2) Pour l’asset manager qui est ” fortement ” averse a` la perte (D > θ > 1),
le proﬁl de gain est similaire a` celui de l’asset manager averse a` la perte
et sans incitation ﬁnancie`re (D > θ = 1) :
– un proﬁl asyme´trique et continu a` trois ou quatre e´tats de richesse 46
qui est moins risque´ que celui de l’asset manager de re´fe´rence sans aver-
sion ni incitation ﬁnancie`re (cas D = θ = 1 pour lequel le pay-oﬀ est
syme´trique et continu).
– un e´tat de richesse supple´mentaire, par rapport a` la strate´gie de re´fe´rence
D = θ = 1, qui correspond a` un intervalle de valeurs interme´diaires de
l’actif risque´ dans lequel le ge´rant imple´mente une gestion passive.
– La courbe du poids de l’actif risque´ investi dans le portefeuille optimal,
exprime´ en fonction de la valeur de cet actif, ressemble a` une forme de
cloche inverse´e et asyme´trique : dans une zone de valeurs me´dianes de
l’actif risque´, l’asset manager diminue fortement l’investissement de son
portefeuille dans l’actif risque´. Ce qui se traduit e´galement par une sous-
exposition par rapport au portefeuille de l’asset manager de re´fe´rence,
sans incitation ﬁnancie`re ni aversion a` la sous-performance.
(3) Pour l’asset manager qui est mode´re´ment averse a` la perte (D = θ > 1),
– le proﬁl de la re´mune´ration de l’asset manager est continu et syme´trique
et ressemble a` celui de l’asset manager de re´fe´rence (a` la contrainte de
budget pre`s).
– le proﬁl de gain de l’investisseur, e´galement continu, reste asyme´trique
(proﬁl averse a` la sous-performance) et plus de´fensif que la strate´gie de
re´fe´rence (sans aversion a` la sous-performance ni incitation ﬁnancie`re a`
la sous-performance, i.e. D = θ = 1).
46. trois e´tats pour le proﬁl de gain de l’asset manager CRRA, et quatre e´tats pour l’asset
manager quadratique qui doit prendre en compte une contrainte supple´mentaire d’assurance de
portefeuille.
ANNEXE A
De´monstrations partie 1
Preuve du the´ore`me 1.
(a) 1er cas: : Fonction d’utilite´ discontinue
La de´monstration dans ce cas est similaire a` celle de la proposition 1 dans ([Basak Shapiro, 2001]).
Ces auteurs utilisent une approche permettant de re´soudre des proble`mes dyna-
miques non standards (pour des fonctions non concaves et non diﬀe´rentiables) ; la
de´monstration se fait en deux e´tapes :
(1) Tout d’abord, on montre que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P1), de´ﬁni par
U∗(εT ) = Max
W
{U(W )− kεTW}, avec εT ≡ 1/HT ,
a pour solution (” point par point ”) l’expression W ∗T telle que de´ﬁnie explicite-
ment dans le the´ore`me 1.
En conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure a` W 0 , on peux appliquer les ” CPO ”
(ou conditions de Khun et Tucker) localement et on trouve :
-pour W W 0 , un maximum local e´gal a` Max
{
W 0, I(kεT )
}
-pour W < W 0 , un maximum local e´gal a` Min
{
W 0, I(kεT )
}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W ∗1 = I(kεT ), soit W
∗
2 = W
0 ;
Si U(W ∗1 ) − kεTW ∗1 > U(W ∗2 ) − kεTW ∗2 , W ∗1 est le maximum globale sinon c’est
W ∗2
(a) Pour A > 0 ⇔ H < H ,
les diﬀe´rents sous-cas sont les suivants :
-Pour εT < ε , avec ε ≡ 1/H ≡ u′ (W 0)/k , on trouve que I(kεT ) est le maximum.
-Pour ε  εT < ε , avec ε ≡ 1/H > ε , solution de l’e´quation u(I(kε)) −
(kε)u(I(kε))− u(W 0) + (kε)W 0 = A , on trouve pour maximum W 0.
-Pour εT  ε , on trouve que I(kεT ) est le maximum.
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(b) Pour A = 0 ⇔ H = H 1,
l’expression de W ∗T , telle que de´ﬁnie explicitement dans le the´ore`me 1, est donne´e
par I(kεT ), avec εT ≡ 1/HT .
On de´montre qu’il s’agit bien de l’expression de la richesse terminale optimale du
proble`me d’investissement conside´re´ pour A = 0 : la re´solution est celle du proble`me
de l’asset manager HARA sans contrainte d’aversion sous l’hypothe`se d’une fonc-
tion d’utilite´ concave et diﬀe´rentiable.
C.Q.F.D.
(2) Montrons maintenant queW ∗ telle que U∗(εT ) ≡ Max
W
{U(W )− kεTW} = U(W ∗)−
kεTW
∗ est solution du proble`me statique conside´re´ (P1) :
Conside´rons une strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de bud-
get et dont la valeur ﬁnale est note´e WT .
On a
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )] =
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )]− E(kεTW ∗T ) + E(kεTWT ) =
E [U∗(εT )]− (E [U(WT )]− E(kεTWT ))  0
La premie`re e´galite´ se de´duit de la contraint de budget du proble`me conside´re´e
qui est ve´riﬁe´e a` la fois par WT et par W
∗
T . L’ine´galite´ est une conse´quence directe
du re´sultat de´montre´ dans le premier point.
(3) Conclusion : W ∗T est solution du proble`me statique conside´re´ (P1).
(b) 2d cas: Fonction d’utilite´ continue
Il s’agit du proble`me (P19) dans le cas particulier ou` l’investisseur est averse a`
la sous-performance mais ne rec¸oit pas d’incitation ﬁnancie`re. La solution de ce
proble`me est donne´e dans le the´ore`me 9 (cf. chapitre 5 de la seconde partie de la
the`se).
Ainsi, l’expression de la richesse terminale optimale correspond a` celle de la so-
lution du proble`me (P19) pour un choix de la valeur du parame`tre d’incitation
ﬁnancie`re e´gale a` 1 : θ = 1 (cas ou` il n’y a pas d’incitations ﬁnancie`res).

1. Ce choix de valeurs seuils du portefeuille H revient a` conside´rer un parame`tre, A, d’aversion
a` la perte, e´gal a` 0. Or la valeur 0 est un minorant du parame`tre A (cas du niveau d’aversion a`
la perte minimal pour lequel la contrainte de pe´nalisation de la sous-performance ne joue pas), et
on peut donc conside´rer, sans perte de ge´ne´ralite´ que H est un majorant de H.
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Preuve de la proprie´te´ 1 et de la conse´quence 1.
Voir [Basak Shapiro, 2001] 
Preuve de la conse´quence 2.
La strate´gie peut eˆtre vue comme la somme des deux strate´gies suivantes :
(1) une strate´gie d’assurance de portefeuille :
Cette strate´gie a pour sous-jacent le portefeuille de Merton et correspond a` ni-
veau de protection e´gal a` W 0 ;
(2) une strate´gie ”vendeuse de protection” :
Cette strate´gie comprend une position vendeuse d’une option Put et une position
vendeuse d’une option binaire versant (W 0 −Wα).
Ces deux options ont pour sous-jacent le portefeuille de Merton atteignant la ri-
chesse H
1/γ
T et pour strike l’expression suivante :
Wα ≡ yH1/γ avec y ≡ k−1/γ et avec H solution de l’e´quation P (HT  H) = α.
On en de´duit l’expression cherche´e :
W ∗t = W0e
−r(T−t) + C(yH∗t ,W
0, T − t)− P (yH∗t ,Wα, T − t)
+ (Wα −W 0)B(yH∗t ,Wα, T − t)
avec C(yH∗t ,W
0, T − t) (resp. P (yH∗t ,Wα, T − t) , resp. B(yH∗t ,Wα, T − t) )
la valeur, a` la date t, du Call europe´en (resp. Put europe´en, resp. option Binaire)
d’e´che´ance T − t , de strike W 0 , ( resp. Wα , resp. Wα ) sur le sous-jacent yH∗t
. 
Preuve de la proprie´te´ 2.
Dans le cas d’un investisseur CRRA, on a I(x) ≡ x−1/γ , et u′ (x) ≡ x−γ , et
on trouve le re´sultat cherche´ par application directe du the´ore`me 1.

Preuve de la proprie´te´ 3.
Dans le cas ou` l’investisseur conside´re´ est CRRA, et si W ∗T est la solution du
proble`me (P3)(A) avec A ve´riﬁant A = u(I(k/H)) − (k/H)u(I(k/H)) − u(W 0) +
(k/H)W 0 et H ve´riﬁant P (HT  H) = α, alors il est facile de voir queW ∗T est aussi
la solution du proble`me (P2)(α) dont l’expression est donne´e dans la proprie´te´ 1.
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La re´ciproque s’obtient de la meˆme manie`re en partant de l’expression de W ∗T ,
la solution du proble`me (P2)(α) donne´e dans la proprie´te´ 1, et en conside´rant l’ex-
pression de la solution optimale du proble`me (P3)(A)donne´e dans la proprie´te´ 2.

Preuve de la proprie´te´ 4.
Cette de´monstration se trouve dans [Berkelaar et al., 2004] qui suivent la meˆme
me´thode de re´solution que ([Basak Shapiro, 2001]) ; on rappelle que celle-ci per-
met de re´soudre des proble`mes dynamiques non standard (non concaves et/ou non
diﬀe´rentiables).
Elle se fait en deux e´tapes :
1) Les auteurs montrent dans un premier temps que le convexe conjugue´ du proble`me
(P4), de´ﬁnie par U∗(εT ) = Max
W
{U(W )− kεTW}, avec la notation εT ≡ 1/HT a
pour solution (” point par point ”) l’expression W ∗T telle que de´ﬁnie explicitement
dans la proprie´te´ 4.
2) Ils montrent ensuite que W ∗ = U∗(εT ) ≡ Max
W
{U(W )− kεTW} est solution
du proble`me statique conside´re´ (P4).
Ils en concluent que W ∗T est solution du proble`me statique conside´re´ (P4).

Preuve de la conse´quence 3.
On montre que la strate´gie optimale peut eˆtre vue comme la combinaison de plu-
sieurs positions optionnelles e´le´mentaires comprenant :
-une position acheteuse investie sur une strate´gie d’assurance de portefeuille option-
nelle (” Option Based Portfolio Insurance ”) dont le sous-jacent est, a` une constante
multiplicative pre`s, le portefeuille de Merton (sa valeur ﬁnale est yBH
1/γ
T ) et dont
le niveau de protection est e´gal a` W 0.
-une position vendeuse sur une option Put e´crite, au levier pre`s, sur le meˆme sous-
jacent (sa valeur ﬁnale est yAH
1/γ
T ) et de strike W
0,
ou` on a pose´ yA ≡ 1/(k/A)1/γ et yB ≡ 1/(k/B)1/γ .
On en de´duit l’expression cherche´e :
W ∗t = W0e
−r(T−t) + C(yBH∗t ,W
0, T − t)− P (yAH∗t ,W 0, T − t)
Ou` C(Zt,W
0, T − t) (resp. P (Zt,W 0, T − t)) de´signe la valeur a` la date t, du
Call europe´en (resp. Put europe´en) d’e´che´ance T − t, de strike W 0 et e´crite sur le
sous-jacent Zt. 
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Preuve de la proprie´te´ 5.
Voir [Basak Shapiro, 2001] 
Preuve de la proprie´te´ 6.
SiW ∗T est la solution du proble`me (P4)(A,B) avecA etB ve´riﬁantB = k/k1 et A =
k/(k1 − k2) ou k1 et k2 sont solutions du syste`me d’e´quations suivant :

E(W ∗T (k1, k2)/HT ) = 1
E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)W 0}
]
= ε ou k2 = 0
alors, par application directe de la proprie´te´ 5, on en de´duit que W ∗T est aussi
la solution du proble`me P5(ε).
En utilisant la proprie´te´ 4, la re´ciproque s’en de´duit aise´ment.

Preuve de la proprie´te´ 8 et 9 .
Voir [Berkelaar Kouwenberg, 2000] 
Preuve des conse´quences 5 et 6 .
Ces re´sultats s’obtiennent par application directe des proprie´te´s 8 et 9. 
Preuve de la proprie´te´ 10.
La de´monstration est identique a` celle de [Berkelaar Kouwenberg, 2000] ;
il suﬃt pour cela :
- de supposer que l’investisseur n’est pas averse a` la sous-performance,
- de remplacer, dans la fonction objective, le parame`tre d’aversion implicite ”A”
du proble`me (P7) de [Berkelaar Kouwenberg, 2000], par le coeﬃcient de La-
grange correspondant aux contraintes explicites de risque de sous-performance que
nous avons introduites dans l’e´nonce´ du proble`me (P8). 
Preuve de la conse´quence 7 .
Le re´sultat s’obtient par application directe de la proprie´te´ 10 et des proprie´te´s
8 et 9. 
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Preuve du the´ore`me 2 .
On suit les meˆmes e´tapes que dans la de´monstration du the´ore`me 1 pour de´terminer
la solution du proble`me d’investissement (P1) avec fonction d’utilite´ discontinue
(dont l’expression correspond au cas a) du the´ore`me 1, voir aussi [Basak Shapiro, 2001].
Notre de´monstration se distingue de celle de [Basak Shapiro, 2001] par le fait
que nous conside´rons une fonction d’utilite´ spe´ciﬁque de type quadratique et une
contrainte supple´mentaire d’assurance de portefeuille dans le proble`me d’investis-
sement.
(1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P10), U∗(εT ) a pour solution (” point par point ”) l’expres-
sion W ∗T telle que de´ﬁnie explicitement dans le the´ore`me 2.
U∗(εT ) est de´ﬁnie par l’expression U∗(εT ) = Max
WW
{U(W )− kεTW}
avec εT ≡ 1/HT ,
et avec U(x) =
{
u(x)−B si x < W 0
u(x) si x W 0
et ou` u(x) = x− (1/2a)x2.
En conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure a` W 0, on peux appliquer les ” CPO ” ( ou conditions de Khun
et Tucker) localement et on trouve :
-pour W W 0 , un maximum local e´gal a` W ∗1 = Max
{
W 0, a(1 − kεT )
}
-pourW < W 0 , un maximum local e´gal a`W ∗2 = Min
{
W 0,Max {W ; a(1− kεT )}
}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W ∗1 , soit W
∗
2 ;
Si U(W ∗1 )−kεTW ∗1 > U(W ∗2 )−kεTW ∗2 ,W ∗1 est le maximum globale sinon c’estW ∗2 .
Pour εT < ε , avec ε ≡ 1/H ≡ (1 − W 0/a)/k , on a a(1 − kεT ) > W 0 donc
W ∗1 = a(1− kεT ) et W ∗2 = W 0 .
En posant gεT (x) ≡ u(x)− (kεT )x ≡ x− (1/2a)x2 − (kεT )x , on obtient :
U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 ) = gεT (a(1− kεT )) et
U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 ) = gεT (W 0)
Or gεT (x) admet pour maximum global : a(1− kεT ) , donc
gεT (a(1− kεT )) > gεT (W 0) et le maximum cherche´ est a(1− kεT ).
Dans la suite de la de´monstration, on supposera, sans perte de ge´ne´ralite´, que
B = 0 2 et on distinguera les cas selon que W 0 W +√2aB est ve´riﬁe´e ou non.
2. Dans ce cas le proble`me est celui de l’investisseur sans aversion et l’expression de la richesse
terminale optimale s’obtient en conside´rant les arguments standards sous l’hypothe`se d’une fonc-
tion d’utilite´ concave et diﬀe´rentiable ; on obtient W ∗T = a(1 − kεT ).
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1er cas : W 0 W +
√
2aB
a) Pour ε  εT < εW , avec εW ≡ 1/HW ≡ (1−W/a)/k > ε.
On a W < a(1− kεT ) W 0 donc W ∗1 = W 0 et W ∗2 = a(1− kεT ) .
et on obtient U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 ) = gεT (W 0) et
U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 )−B = gεT (a(1 − kεT ))−B.
Donc W 0 est le maximum si gεT (W
0) +B > gεT (a(1− kεT )).
Soit ε solution de gε(a(1− kε)) = gε(W 0) +B ,
c’est a` dire de a2 (1− kε)2 +W 0(kε) = W 0 − (W
0)2
2a +B.
On a gεT (W
0) +B = gεT (W
0) + gε(a(1− kε))− gε(W 0)
soit encore gεT (W
0) +B = gε(a(1− kε)) + kW 0(ε− εT )
Posons fW 0(εT ) = gεT (a(1 − kεT )) + kW 0εT ≡ a2 (1 − kεT )2 + kW 0εT .
fW 0(εT ) est une fonction croissante pour εT  ε ≡ (1−W 0/a)/k,
et on en de´duit que pour ε  εT < ε on a fW 0(εT ) < fW 0(ε).
et donc aussi que gεT (W
0) +B = gε(a(1− kε)) + kW 0(ε− εT ) > gεT (a(1− kεT )).
Ce qui montre que W 0 est le maximum pour ε  εT < ε.
De plus, on a par hypothe`se ε < εW puisque W
0 W +
√
2aB.
On en de´duit donc que a(1− kεT ) est le maximum pour ε  εT < εW .
Finalement on note que H ≡ 1/ε est solution de
u(I(k/H))− (k/H)u(I(k/H))− u(W 0) + (k/H)W 0 = B
Ou encore de
a
2 (1− k/H)2 +W 0(k/H) = W 0 − (W
0)2
2a +B ≡ u(k/H) +B
Ce qui donne H ≡ k/(1− (W 0 −√2aB)/a)
b) Pour εT  εW
On a a(1 − kεT ) W donc W ∗1 = W 0 et W ∗2 = W , et on obtient :
U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 ) = gεT (W 0)
et U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 )−B = gεT (W )−B
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Donc W est le maximum si gεT (W
0) +B < gεT (W ) ⇔
εT < (1/k)
[
1− (W 0 +W )/2a+B/(W 0 −W )] ≡ ε
Or W 0 W +
√
2aB εW > ε donc ∀εT , εT  εW ⇒ εT  εW .
Par conse´quent le maximum est toujours W .
2d cas : W 0 < W +
√
2aB
Dans ce cas, on a ε > ε > εW > ε et on obtient de la meˆme manie`re que pour le
cas pre´ce´dent :
a) Pour ε  εT < εW , W 0 est le maximum.
b) Pour εT > εW , W est le maximum.
(2) Montrons maintenant que W ∗ telle que
U∗(εT ) ≡ Max
WW
{U(W )− kεTW} = U(W ∗) − kεTW ∗ est solution du proble`me
statique conside´re´ (P10).
Conside´rons une strate´gie quelconque admissible dont la richesse ﬁnale est note´e
WT et ve´riﬁant la contrainte de budget du proble`me (P10). On en de´duit que :
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )] =
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )]− E(kεTW ∗T ) + E(kεTWT ) =
E [U∗(εT )]− (E [U(WT )]− E(kεTWT ))  0
La premie`re e´galite´ se de´duit de la contraint de budget du proble`me conside´re´e
qui est ve´riﬁe´e a` la fois par WT et par W
∗
T . La relation d’ine´galite´ de la dernie`re
ligne est une conse´quence directe du re´sultat de´montre´ dans le premier point.

Preuve de la conse´quence 8 .
Le re´sultat cherche´ s’obtient par application directe du the´ore`me 2. 
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Preuve de la proprie´te´ 11 .
Lemme 3.
La richesse terminale optimale du proble`me (P9) est donne´e par l’expression sui-
vante,
-Si W 0 W +
√
2aB
W ∗T =


a(1− k/HT ) si HT > H
W 0 si H < HT  H
a(1− k/HT ) si HW < HT  H
W si HT  HW
-Si W 0 < W +
√
2aB , la solution est de´ge´ne´re´e et est donne´e par l’expression
suivante :
W ∗T =


a(1− k/HT ) si HT > H
W 0 si HW < HT  H
W si HT  HW
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget suivante : E(W ∗T /HT ) = 1,
avec H ≡ k/(1−W 0/a), H solution de P (HT  H) = α,
avec HW ≡ k/(1−W/a), ou` H > H,
et avec B = A× (W 0 − a(1− k/H))2
Preuve du Lemme 3.
En partant des de´ﬁnitions de H , solution de P (HT  H) = α, et de
H ≡ k/(1−W 0/a) , dans le cas ou` la contrainte du proble`me P9(α) ne joue pas 3,
alors on a H > H , et la solution du proble`me (P9) est la richesse terminale de la
strate´gie ”Option Based Portfolio Insurance”, qui est solution du proble`me d’inves-
tissement avec une unique contrainte de seuil de richesse minimum W .
Dans le cas contraire, on a H  H , et P (W ∗T < W 0) = α.
Le reste de la de´monstration est similaire a` celle du the´ore`me 2 :
1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P9), U∗(εT ) , avec un terme additionnel pour tenir compte
de la contrainte VaR, a pour solution (” point par point ”) l’expression W ∗T telle
que de´ﬁnie explicitement dans le lemme 3 ci-dessus.
3. c’est a` dire si P (W ∗T < W
0) < α
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U∗(εT ) est de´ﬁnie par l’expression
U∗(εT ) = Max
WW
{
u(W )− kεTW −B1{W<W 0}
}
avec εT ≡ 1/HT et avec B ≡ u(I(kε))− (kε)u(I(kε))− u(W 0) + (kε)W 0  0
Ce qui donne B ≡ a2 (1 − k/H)2 +W 0(k/H)−W 0 + (W
0)2
2a
soit encore B = A× (W 0 − a(1− k/H))2.
Par conse´quent U∗(εT ) peut se re´e´crire de la fac¸on suivante :
U∗(εT ) = Max
WW
{U(W )− kεTW}
avec U(x) =
{
u(x)−B si x < W 0
u(x) si x W 0
ou` u(x) = x− (1/2a)x2
Le reste de la de´monstration de la partie 1) du lemme est identique a` celle de
la de´monstration de the´ore`me 2.
2) Montrons maintenant que que W ∗ telle que
U∗(εT ) = Max
WW
{
u(W )− kεTW −B1{W<W 0}
}
= u(W ∗)− kεTW ∗ −B1{W∗<W 0}
est solution du proble`me statique conside´re´ (P9)
On conside`re une strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de bud-
get et la contrainte VaR du proble`me (P9) et dont la richesse ﬁnale est note´e WT .
On en de´duit que :
E [u(W ∗T )]− E [u(WT )] =
E [u(W ∗T )]− E [u(WT )]− E(kεTW ∗T ) + E(kεTWT ) +Bα−Bα 
E [U∗(εT )]− (E [u(WT )]− E(kεTWT )− E(B1WT<W 0))  0
La relation d’e´galite´ se de´duit de la contrainte de budget du proble`me conside´re´
qui est ve´riﬁe´e a` la fois par WT et par W
∗
T .
La premie`re relation d’ine´galite´ se de´duit de la contrainte VaR du proble`me (P9)
ve´riﬁe´e a` la fois par WT (avec une ine´galite´) et par W
∗
T (avec une e´galite´).
La seconde relation d’ine´galite´ est une conse´quence directe du re´sultat de´montre´
dans le premier point.

Finalement, le re´sultat d’e´quivalence entre le proble`me (P9) et le proble`me
(P10) donne´ dans le cadre de la Proprie´te´ 11 s’obtient comme une conse´quence
directe du lemme 3 (i.e. qui fournit l’expression de la solution optimale du proble`me
(P9)) et du the´ore`me 2 (qui fournit la solution optimale du proble`me (P10)).

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Preuve de la proprie´te´ 12.
On obtient le re´sultat de la Proprie´te´ 12 par une de´composition, en position op-
tionnelle e´le´mentaire, de l’expression de la richesse terminale optimale fournie dans
le the´ore`me 2. 
Preuve de la proprie´te´ 13.
On se place dans le cas ou` W 0 W +
√
2aB.
Le re´sultat de la Proprie´te´ 13 est une conse´quence directe de la proprie´te´ 11 en
utilisant les hypothe`ses du mode`le a` deux actifs de Black & Scholes.
On peut aussi utiliser un calcul direct en partant de l’expression donne´e dans le
the´ore`me 2 de la richesse ﬁnale optimale.
On utilise la probabilite´ Risque Neutre, note´e Q ; par changement de probabilite´ de
la probabilite´ historique P a` Q, on en de´duit que le portefeuille de norme minimum
I a une dynamique qui s’e´crit
dIt/It = r dt − λdZ∗t avec dZ∗t = λdt + dZt
Par conse´quent, on obtient W ∗t = e
−r(T−t) × EQt {W ∗T }
et de fac¸on plus de´taille´e W ∗t = e−r(T−t) × EQt
{
W ∗1T +W
∗2
T +W
∗3
T +W
∗4
T
}
avec W ∗1T = a(1− kIT ) 1(IT<1/H) , W ∗2T = W 01(1/HIT<1/H),
W ∗3T = a(1− k/HT )1(1/HIT<1/HW ), et W
∗4
T = W1(IT1/HW ).
Apre`s calcul, en utilisant la log normalite´ de It, on trouve l’expression cherche´e :
W ∗t = ae
−r(T−t){N(−d2(I)) +N(−d2(IW ))−N(−d2(I))}
− kIt{N(−d1(I)) +N(−d2(IW ))−N(−d2(I))}
+W 0e−r(T−t){N(−d2(I)) +N(−d2(I))}
+We−r(T−t)N(d2(IW )
avec I = 1/H, I = 1/H, IW = 1/HW et avec
d2(x) =
log( Itx ) + (r − λ
2
2 )(T − t)
λ
√
T − t ; d1 = d2 +
√
T − t

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Preuve de la proprie´te´ 14.
Partant de l’expression de Wt∗, donne´e dans la proprie´te´ 13, et en utilisant la
the´orie standard de l’e´valuation des options, et le fait que le portefeuille I est une
strate´gie de valeur interme´diaire, It et de poids constant, note´ i, on peut e´crire :

∂W ∗t
∂It
iIt investi (en cash) dans l’indice (M,m)
W ∗t −
∂W ∗t
∂It
iIt investi (en cash) dans l’A.S.R
avec :
w∗tW
∗
t =
∂W ∗t
∂It
iIt = (ak)h{N(−d1(I)) +N(−d1(IW ))−N(−d1(I))}It
+
(ak)h
(λ
√
T − t) (I − I)e
−r(T−t)Φ(−d2(I))

Preuve du the´ore`me 3.
La de´monstration se fait en deux e´tapes :
(1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P11), note´ U∗(εT ), a pour solution (”point par point”)
l’expression W ∗T telle que de´ﬁnie explicitement dans le the´ore`me 3.
U∗(εT ) est de´ﬁnie par l’expression U∗(εT ) = Max
WW
{U(W )− kεTW} , avec εT ≡
1/HT ,
et avec U(x) =
{
Au(x) + (B −A)u(W 0) si x < W 0
Bu(x) si x W 0
ou u(x) = x− (1/2a)x2 de´signe la fonction d’utilite´ quadratique.
En conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure a` W 0, on peux appliquer les ” CPO ” ( ou conditions de Khun
et Tucker) localement et on trouve :
-pour W W 0 , un maximum local e´gal a` W ∗1 = Max
{
W 0, a(1 − (k/B)εT )
}
-pourW < W 0 , un maximum local e´gal a`W ∗2 = Min
{
W 0,Max {W ; a(1− (k/A)εT )}
}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W ∗1 , soit W
∗
2 .
Si U(W ∗1 ) − kεTW ∗1 > U(W ∗2 ) − kεTW ∗2 , W ∗1 est le maximum globale sinon c’est
W ∗2
(a) Pour εT < ε , avec ε ≡ 1/H ≡ (1−W 0/a)/(k/B).
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On a a(1 − (k/B)εT ) > W 0 donc W ∗1 = a(1− (k/B)εT ) et W ∗2 = W 0 .
En posant gεT (x) ≡ Bu(x)− (kεT )x ≡ B(x− (1/2a)x2)− (kεT )x,
on obtient : U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 ) = gεT (a(1− kεT ))
et U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 ) = gεT (W 0).
Or gεT (x) admet pour maximum global : a(1− (k/B)εT ),
Par conse´quent, on a gεT (a(1 − (k/B)εT )) > gεT (W 0).
Le maximum cherche´ est donc a(1− (k/B)εT )
(b) Pour ε  εT  ε , avec ε ≡ 1/H ≡ (1 −W 0/a)/(k/A) > ε.
On a a(1 − (k/B)εT ) W 0 et a(1 − (k/A)εT ) W 0
par conse´quent, le maximum est W ∗1 = W
∗
2 = W
0.
(c) Pour ε < εT  ε , avec ε ≡ 1/H ≡ (1 −W/a)/(k/A) > ε.
On a W  a(1− (k/A)εT ) < W 0 donc W ∗1 = W 0
et W ∗2 = a(1− (k/A)εT ).
En posant gεT (x) ≡ Au(x)− (kεT )x ≡ A(x− (1/2a)x2)− (kεT )x,
on obtient :
U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 )− C = gεT (W 0)− C
et U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 )− C = gεT (W )− C
avec C ≡ (B −A)u(W 0) .
Donc W 0 est le maximum si gεT (W
0) > gεT (W ) .
Or gεT (x) admet pour maximum global : a(1− (k/A)εT ).
Par conse´quent, on a gεT (a(1 − (k/A)εT )) > gεT (W 0).
On en de´duit que le maximum cherche´ est a(1− (k/A)εT ).
(d) Pour εT > ε.
On a a(1 − (k/A)εT ) > W donc W ∗1 = W 0 et W ∗2 = W .
On obtient :
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U(W ∗1 )− kεTW ∗1 = gεT (W ∗1 )− C = gεT (W 0)− C et
U(W ∗2 )− kεTW ∗2 = gεT (W ∗2 )− C = gεT (W )− C
Donc W 0 est le maximum si gεT (W
0) > gεT (W ).
Or on a : gεT (W
0) > gεT (W )
si et seulement si εT < εW ≡ (A/k)
[
1− (W 0 +W )/2a]
De plus, on a ε ≡ (A/k)(1−W/a) > εW .
On en de´duit que ∀εT , εT  ε ⇒ εT  εW .
Par conse´quent, le maximum est W .
(2) Montrons maintenant queW ∗ telle que U∗(εT ) ≡ Max
WW
{U(W )− kεTW} = U(W ∗)−
kεTW
∗ est solution du proble`me statique conside´re´ (P11).
On conside`re une strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de bud-
get du proble`me (P11) et dont la valeur ﬁnale est note´e WT .
On en de´duit que :
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )] =
E [U(W ∗T )]− E [U(WT )]− E(kεTW ∗T ) + E(kεTWT ) =
E [U∗(εT )]− (E [U(WT )]− E(kεTWT ))  0
La premie`re e´galite´ se de´duit de la contraint de budget du proble`me conside´re´e
qui est ve´riﬁe´e a` la fois par WT et par W
∗
T . La relation d’ine´galite´ de la dernie`re
ligne est une conse´quence directe du re´sultat de´montre´ dans le premier point.

Preuve de la conse´quence 9.
On obtient le re´sultat de la Conse´quence 9 par une de´composition en positions
optionnelles e´le´mentaires de l’expression de la richesse terminale optimale qui est
donne´e dans le the´ore`me 3. 
Preuve de la proprie´te´ 15.
Si E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)W 0}
]
< ε donc k2 = 0 et H = H
et la solution du proble`me P12(ε) est celle de la strate´gie ” OBPI ” , de niveau de
protection W , et dont le sous-jacent est le portefeuille solution du proble`me MV
dynamique sans contrainte.
Sinon E
[
(1/HT )(W
0 −W ∗T (k1, k2))1{W∗T (k1,k2)W 0}
]
= ε et on a H  H .
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(1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P12), U∗(εT ) , avec un terme additionnel pour tenir compte
de la contrainte ” LEL ”, a pour solution (” point par point ”) l’expression W ∗T
telle que de´ﬁnie explicitement dans la proprie´te´ 15.
U∗(εT ) est de´ﬁnie par l’expression
U∗(εT ) = Max
WW
{
u(W )− k1εTW − k2(W 0 −W ) εT × 1{W<W 0}
}
avec εT ≡ 1/HT .
En conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure a` W 0 , on peux appliquer les ” CPO ” ( ou conditions de Khun
et Tucker) localement et on trouve :
-pour W W 0 , un maximum local e´gal a` W ∗1 = Max
{
W 0, a(1 − k1εT )
}
-pourW < W 0 , un maximum local e´gal a`W ∗2 = Min
{
W 0,Max {W ; a(1− (k1 − k2)εT )}
}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W ∗1 , soit W
∗
2 .
En posant B ≡ k/k1 et A ≡ k/(k1 − k2), le reste de la de´monstration de la partie
1) est identique a` la de´monstration de la partie 1) du The´ore`me 3 .
(2) Montrons maintenant que U∗(εT ) = Max
WW
{
u(W )− k1εTW − k2(W 0 −W )1{W<W 0}
}
est solution du proble`me statique conside´re´ (P12).
On conside`re une strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de bud-
get et la contrainte LEL du proble`me (P12) et dont la richesse ﬁnale est note´e WT .
On a :
E [u(W ∗T )]− E [u(WT )] =
E [u(W ∗T )]− E [u(WT )]− E(k1εTW ∗T ) + E(k1εTWT ) + k2ε− k2ε 
E [U∗(εT )]− (E [u(WT )]− E(k1εTWT )− E(k2εT (W 0 −W )1WT<W 0))  0
La relation d’e´galite´ se de´duit de la contrainte de budget du proble`me (P12) qui
est ve´riﬁe´e a` la fois par WT et par W
∗
T .
La premie`re relation d’ine´galite´ se de´duit de la contrainte LEL du proble`me (P12)
ve´riﬁe´e a` la fois par WT (avec une relation d’ine´galite´) et par W
∗
T (avec une relation
d’e´galite´).
La seconde relation d’ine´galite´ est une conse´quence directe du re´sultat de´montre´
dans le premier point.

306 A. DE´MONSTRATIONS PARTIE 1
Preuve de la conse´quence 10.
La conse´quence 10 est une conse´quence directe du the´ore`me 3 et de la proprie´te´ 15.

Preuve des proprie´te´s 17, 18 et 20.
Les expressions de la valeur, a` la date t, de la solution optimale, W ∗t , et de l’alloca-
tion optimale s’obtiennent de la meˆme fac¸on que pour le proble`me avec contrainte
de type VaR conside´re´ dans la section pre´ce´dente (voir les de´monstrations des pro-
prie´te´s 13 et 14 ci-dessus).

Preuve de l’appendice n˚ 8. Expression du prix de l’obligation Ze´ro-Coupon
dans le cadre du mode`le de Vasice`k
En partant de la proprie´te´ de martingale des prix sous la probabilite´ historique :
B(t, T − t) ≡ HtEt(1/HT ) et en en utilisant la dynamique de Ht, on en de´duit que
B(t, T − t) = Et(eN0) ou` N0 est le processus de loi normale suivant :
N0 ≡ −Ln(HT/Ht) = −(
T∫
t
rudu+ ‖λ‖2 (T − t)/2 + λ′ Zt)
Ce qui implique que :
Et(N0) ≡ −m(T − t) avec m(T − t) = (b+ ‖λ‖2 /2)(T − t) + (rt − b)σT−t/σr
et V ar(N0) = V ar(Ln(HT )) = Σ
2(T − t) + ‖λ‖2 (T − t)− 2ρH ‖λ‖ η(T − t)
ou` on a pose´ :
Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu =
σ2r(T−t)
a2r
[
1− σT−tσr(T−t) − ar
σ2T−t
2σ2r(T−t)
]
,
η(T−t) ≡ (
T∫
t
σT−udu) = σr(T−t) 1ar
[
1− σT−tσr(T−t)
]
et ρH = λr/ ‖λ‖ , ‖λ‖2 = λ2r+λ2S
et σT−tσr =
1−e−ar(T−t)
ar
Par conse´quent, on peut e´crire
B(t, T − t) = eEt(N0)+V ar(N0)2 = e−m(T−t)+σ
2(T−t)
2
ou` on a pose´ σ2(T − t) = V ar(Ln(HT )) .
Enﬁn, en notant que :
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−m(T − t) + σ2(T−t)2 = b(T − t) + (rt− b)σT−t/σr +Σ2(T − t)/2− λrη(T − t)
Ce qui se re´ e´crit−m(T − t) + σ2(T−t)2 = −m∗(T − t) + Σ2(T − t)/2
avec la notation suivante : m∗ (T − t) ≡ b∗ (T − t)+ (rt− b∗)σT−tσr et b∗ ≡ b+λσrar .
On obtient le re´sultat cherche´ : B(t, T − t) = e m∗(T−t)+Σ
2(T−t)
2

Preuve du Lemme 1. Cf. [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]
De [Merton, 1990], on a h = (σσ
′)−1 θ = (σ
′)−1 λ avec les notations vectorielles
suivantes :
dS/S = (rt + θ)dt+ σdZt
avec S ≡ (S,BK) , S ≡ (θS , θK), et avec σ ≡
(
σ1 σ2
0 σK
)
et avec λ ≡ (σ)−1θ
On en de´duit l’expression du vecteur h cherche´e.
En utilisant la proprie´te´ d’auto-ﬁnancement du portefeuille H :
dH/H = (rt + h
′
θ)dt+ h
′
σdZt
et l’expression de h, on en de´duit l’expression de la dynamique cherche´e.

Preuve du Lemme 2. Cf. [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]
(1) En partant de la proprie´te´ de martingale des prix sous la probabilite´ histo-
rique : H∗t ≡ HtEt(H∗T /HT ), et en utilisant la dynamique de Ht, on en de´duit que :
H∗t ≡ HctEt(eNc)
ou` on a pose´ c = 1/γ et ou` Nc est le processus de loi normale suivant :
Nc ≡ (c− 1)Ln(HT /Ht) = (c− 1)(
T∫
t
rudu+ ‖λ‖2 (T − t)/2 + λ′ Zt)
Ce qui implique que :
Et(Nc) ≡ (c− 1)m(T − t) avec m(T − t) = (b + ‖λ‖2 /2)(T − t) + (rt− b)σT−t/σr
et V ar(Nc) = (c−1)2×V ar(Ln(HT )) = (c−1)2
{
Σ2(T − t) + ‖λ‖2 (T − t)− 2ρH ‖λ‖ η(T − t)
}
ou Σ2(T − t) ≡
T∫
t
σ2T−udu =
σ2r(T−t)
a2r
[
1− σT−tσr(T−t) − ar
σ2T−t
2σ2r(T−t)
]
,
η(T − t) ≡
T∫
t
σT−udu = σr(T − t) 1ar
[
1− σT−tσr(T−t)
]
et ρH = λr/ ‖λ‖ , ‖λ‖2 = λ2r+λ2S
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et σT−tσr =
1−e−ar(T−t)
ar
.
Ce qui implique que H∗t ≡ Hct × eEt(Nc)+
V ar(Nc)
2 = Hct e
(c−1)m(T−t)+(c−1)2 σ2(T−t)2
ou` on a pose´ σ2(T − t) = V ar(Ln(HT )) .
Par conse´quent, on a H∗t = H
c
tϕ(t)e
(c−1)σT−tσr rt ou` ϕ est une fonction de´terministe
du temps, et on en de´duit que H∗t ve´riﬁe l’EDS suivante :
dH∗/H∗ = c(dH/H) + (c− 1)σT−tσr rt + [.] dt ou` [.] est de´terministe localement.
En utilisant la dynamique de rt et de B, on en de´duit que H
∗ peut eˆtre re´plique´
par la strate´gie a` poids constant suivante :{
c ≡ 1/γ sur le portefeuille H
1− c sur l’actif Ze´ro coupon B(t, T − t).
(2) En utilisant la proprie´te´ d’auto-ﬁnancement pour le portefeuille H∗ :
dH∗/H∗ = (rt + h∗
′
θ)dt+ h∗
′
Σ dZt et l’expression de h
∗, on en de´duit l’expression
de la dynamique cherche´e.
(3) Sachant queB(t, T−t) = e−m(T−t)+σ
2(T−t)
2 et queH∗t = H
c
t e
(c−1)m(T−t)+(c−1)2 σ2(T−t)2
avec c = 1/γ, on en de´duit que H∗t = H
c
t [B(t, T − t)](1−c) e
c(c−1)
2 (σ(T−t))2

Preuve de la proprie´te´ 21 .
(1) L’expression de la richesse terminale solution du proble`me conside´re´ s’obtient
par application du the´ore`me 1 en conside´rant l’investisseur HARA sans aversion a`
la sous-performance.
La solution du proble`me peut aussi s’obtenir par re´solution directe du proble`me
statique conside´re´ :
Le Lagrangien du proble`me s’e´crit : L(YT ) = E(u(YT ))− k∗E(YT /HT ) .
Les CPO s’e´crivent : ∀ω ∈ Ω, ∂L∂YT (ω) = 0
Ce qui donne : Y ∗T = W
∗
T −OT = I(k∗/HT ) ≡
(
(k∗/H)−1/γ − a
)
/c ,
avec y → I(y) ≡ (y1/γ − a)/c qui de´signe la fonction inverse de la fonction
x → u′ (x) ≡ (cx+ a)−γ
En posant k ≡ (k∗)−1/γ , on obtient l’expression cherche´e :W ∗T = OT+
(
kH
1/γ
T − a
)
/c
avec k ve´riﬁant l’e´quation de budget :
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E {Y ∗T /HT } = ∆0 ⇔ k = (aB(0, T ) + c∆0)/H∗0
(2) L’expression de la valeur interme´diaire de´coule de l’expression de la richesse
terminale optimale trouve´e en (1) et de l’expression de H∗t donne´e dans
le Lemme 2.
(3) Le formule de´ﬁnissant l’allocation dynamique optimale re´sulte de l’expression
de la valeur interme´diaire de la strate´gie optimale trouve´e en (2) et de l’expression
donnant l’allocation du portefeuille H∗ dans les diﬀe´rents actifs qui est expose´e
dans le lemme 2.

Preuve des conse´quences 11, 12, 13, 14.
Les re´sultats e´nonce´s dans les conse´quences 11, 12, 13, 14 s’obtiennent par ap-
plication directe des re´sultats de la proprie´te´ 21.

Preuve de la proprie´te´ 22.
(1) L’expression de la richesse terminale optimale du proble`me sans contrainte
re´sulte d’une application directe du the´ore`me 1.
(2) L’expression de la richesse terminale optimale du proble`me de l’investisseur
ayant un proﬁl concave (γ < 0), et devant prendre en compte une contrainte de
protection, s’obtient de la meˆme fac¸on que l’expression de la solution du proble`me
de l’investisseur ayant une fonction quadratique (qui correspond au cas particu-
lier γ = −1) donne´ dans le cadre du the´ore`me 3 ci-dessus ; il suﬃt pour cela de
conside´rer la variable εT ≡ (1/HT )−1/γ au lieu de εT ≡ 1/HT (voir de´monstration
du the´ore`me 3 ci-dessus).

Lemme 4. Re´sultat e´nonce´ dans l’appendice n˚ 30 : expression, dans le cadre
du mode`le conside´re´ a` deux actifs risque´s et un facteur de taux de type Vasice`k, du
prix d’une option call et d’une option Put e´crite dont le sous-jacent est le porte-
feuille de Merton.
Dans le cadre des hypothe`ses du mode`le conside´re´, l’expression de la valeur de l’op-
tion call europe´en, respectivement de l’option put europe´en de strike W 0, d’e´che´ance
T − t, e´crite sur le sous-jacent kH∗t , note´e C(kH∗t ,W 0, T − t), respectivement
P (kH∗t ,W 0, T − t), avec k > 0, W 0 > 0, et ou` H∗t , de´signe la valeur interme´diaire
du portefeuille de Merton 4, est donne´e par la formule suivante (qui ge´ne´ralise celle
du mode`le de Black & Scholes a` un seul actif risque´ et avec hypothe`se de taux
d’inte´reˆt constant) :
4. On rappelle qu’il s’agit, a` une constante de budget pre`s du portefeuille atteignant la richesse
ﬁnale (HT )
1/γ
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C(kH∗t ,W
0, T − t) = kH∗tN(d1)−W 0B(t, T − t)N(d2)
et P (kH∗t ,W
0, T − t) = W 0B(t, T − t)N(−d2)− kH∗tN(−d1)
avec d1 ≡ (ln(kH∗t /W 0)− ln(B(t, T − t) + (σ(T − t)/γ)2/2)/(σ(T − t)/γ)
et avec d2 ≡ d1 − σ(T − t)/γ
ou` les expressions de σ2(T−t) ≡ V ar(Ln(HT )) et de B(t, T−t) sont celles donne´es
dans le lemme 2.
Preuve du lemme 4. : expression du prix d’une option call et Put sur le por-
tefeuille H∗t dans le cadre du mode`le de Vasice`k
En utilisant la proprie´te´ de martingale des prix sous la probabilite´ historique, on
peut e´crire : C(kH∗t ,W
0, T − t) = Ht ×Et
{
(kHcT −W 0)+/HT
}
avec c = 1/γ, soit
encore,
C(kH∗t ,W
0, T−t) = Ht×Et
{
kHc−1T × 1{Hc−1T (k/W 0)(1−c)/c}
}
−W 0Ht×Et
{
H−1T × 1{H−1T <(k/W 0)1/c}
}
En utilisant la log normalite´ de Hc−1T :
Hc−1T = H
c−1
t e
Nc ou` Nc est le processus de loi normal suivant :
Nc ≡ (c− 1)Ln(HT /Ht) = (c− 1)(
T∫
t
rudu+ ‖λ‖2 (T − t)/2 + λ′Zt) ,
ce qui implique que :
mc ≡ Et(Nc) = (c− 1)m(T − t) et σ2c ≡ V ar(Nc) = (c− 1)2 × σ2(T − t)
avec m(T − t) = (b+ ‖λ‖2 /2)(T − t) + (rt− b)σT−t/σr
et σ2(T − t) ≡ V ar(Ln(HT )) = Σ2(T − t) + ‖λ‖2 (T − t)− 2ρH ‖λ‖ η(T − t)
on en de´duit queHt×Et
{
kHc−1T × 1{kHc−1T W 0}
}
= kHctEt(e
Nc1{NcLn((k/W 0)(1−c)/c)+Ln(H1−ct )})
Or Et(e
Nc1{Ncy0}) =
+∞∫
u0
emc+σcu e
−u2/2√
2π
du = emc+σ
2
c/2
+∞∫
z0
e−z
2/2√
2π
dz
ou` on a pose´,
z0 ≡ u0 − σc = ((y0 −mc)/σc)− σc , et y0 ≡ (1/c− 1)× Ln(k/W 0) + Ln(H1−ct ) ,
donc kHct × Et(eNc1{Ncy0}) = kHct emc+σ
2
c/2N(−z0)
et en posant d1 ≡ −z0 = −u0 + σc = −((y0 −m)/σc) + σc,
on obtient : d1 =
(1/c) ln(
kHct
W0
)−ln(B(t,T−t)+(c−1/2)σ2(T−t)
σ(T−t)
D’ou`, en utilisant l’expression H∗t = H
c
t [B(t, T − t)](1−c) e
c(c−1)
2 (σ(T−t))2 donne´e
dans le lemme 2,
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d1 =
ln(
kH∗t
W0
)−ln(B(t,T−t)+((c×σ(T−t))2/2)
c×σ(T−t)
En proce´dant de la meˆme fac¸on pour le second termeW 0Ht×Et
{
H−1T × 1{H−1T <(k/W 0)1/c}
}
,
on obtient :
C(kH∗t ,W 0, T − t) = kH∗tN(d1)−B(t, T − t)W 0N(d2) avec d2 = d1 − cσ(T − t)
L’expression de la valeur de l’option Put se de´duit de celle de l’option Call (e´nonce´e
ci-dessus) de meˆmes caracte´ristiques en utilisant la parite´ Call-Put. 
Preuve de la proprie´te´ 23.
Il est facile de montrer que les expressions de la valeur ﬁnale de la strate´gie optimale
donne´e dans la proprie´te´ 22 dans les diﬀe´rents cas conside´re´s correspondent a` une
somme de positions e´le´mentaires investies sur des options Call ou Put europe´ens.
Il ne reste plus ensuite, pour trouver les re´sultats cherche´s, qu’a` utiliser l’expression
analytique de la valeur de l’option call et put europe´en dans le mode`le conside´re´
qui est donne´e dans le cadre du lemme 4.

Lemme 5. Expression, dans le cadre du mode`le conside´re´ a` deux actifs risque´s
et a` un facteur de taux de type Vasice`k, de la strate´gie de re´plication d’une option
call europe´en e´crite sur le portefeuille de Merton
Le ”pay-oﬀ” d’une option call europe´en dont l’expression estWT = Max
(
0, k(HT )
1/γ −W 0)
(call europe´en d’e´che´ance T − t , de strike W 0 e´crite sur le portefeuille de Merton),
peut eˆtre atteinte par une strate´gie de re´plication :
-dont la valeur a` la date t , est donne´e parW ∗t = C(kH
∗
t ,W
0, T−t) ou` C(kH∗t ,W 0, T−
t) est l’expression donne´e dans le cadre du lemme 4 ci-dessus
-dont l’expression de l’allocation dynamique est la suivante :{
kN(d1)H
∗
t investi (en cash) dans le portefeuille H∗
W ∗t − kN(d1)H∗t investi en cash dans l’actif B(t, T − t)
avec
d1 =
ln(
kH∗t
W0
)−ln(B(t,T−t)+((σ(T−t)/γ)2/2)
(σ(T−t)/γ)
et ou` les expressions de σ2(T − t) ≡ V ar(Ln(HT )) , B(t, T − t) et H∗t sont de´ﬁnies
comme dans le lemme 2.
Preuve du lemme 5. : expression de la strate´gie de re´plication d’une option
call e´crite sur le portefeuille H∗t dans le cadre du mode`le conside´re´ a` deux actifs
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risque´s et un facteur de taux de type Vasice`k
Par de´rivation de l’expression de W ∗t donne´e dans le lemme 4, par rapport a` Ht et
a` B(t, T − t), on en de´duit que la strate´gie de re´plication de la strate´gie optionnelle
conside´re´e est celle e´nonce´e dans le lemme 5.

Preuve de la proprie´te´ 24.
Les expressions de l’allocation dynamique de la strate´gie optimale dans les diﬀe´rents
cas de ﬁgure conside´re´s qui sont e´nonce´es dans la proprie´te´ 24 s’obtiennent par ap-
plication du lemme 5.
En eﬀet, il suﬃt de remarquer que les expressions de la valeur interme´diaire de
la strate´gie optimale, dans les diﬀe´rents cas respectifs, qui sont donne´es dans la
proprie´te´ 23, correspondent a` des sommes de positions e´le´mentaires investies dans
des options Call et Put europe´ens dont l’allocation dynamique est celle donne´e dans
le cadre du lemme 5.

ANNEXE B
De´monstrations partie 2
Preuve du the´ore`me 4. Le proble`me de maximisation conside´re´ (P15) peut
eˆtre vu comme un cas particulier du proble`me (P19) pour un choix du parame`tre
d’aversion, D particulier : D = 1 ; l’expression de la solution optimale du proble`me
(P19) est e´nonce´e dans le chapitre 5 dans le cadre du the´ore`me 8 (cf. de´monstration
ci-dessous).

Preuve du the´ore`me 5. Notons tout d’abord que la fonction a` maximiser
dans le cadre du proble`me d’optimisation conside´re´ (P16), que l’on notera y → w(y),
admet l’expression suivante :
w(y) ≡ u(z(y)) =
{
u(a+ y) si y < 0
u(a+ η + (1 + d)y) si y  0
avec z → u(z) ≡ (z)1−γ1−γ qui de´signe la fonction d’utilite´ de l’asset manager (i.e. in-
vestisseur CRRA), γ ∈ ]0; +∞[ \ {1} son parame`tre d’aversion au risque et z(y) ≡
a+ y+ (η + (1 + d)y) 1y0 sa fonction de frais ou` les parame`tres η, a et d sont des
constantes positives ou nulles et y de´signe l’exce´dent de richesse par rapport au
benchmark.
Nous cherchons a` montrer que la solution du proble`me (P16) est donne´e par l’ex-
pression de Y ∗T fournie dans le the´ore`me 5. Il suﬃt pour cela de montrer que
le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre - Fenchel) du proble`me (P16),
note´ w∗(HT ) ≡ Max
Y
{
w(Y )− kHT Y
}
, a pour solution ”point par point” (i.e. pour
chaque valeur de HT possible) l’expression de Y
∗
T donne´e explicitement dans le
cadre du the´ore`me 5. 1.
Le proble`me statique correspondant au convexe conjugue´ du proble`me (P16) peut
s’e´crire de la fac¸on suivante : de´terminer y∗ = argmax
y
L(y) avec L(y) ≡ w(y) −
k
HT
y ; en conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et
pour la partie infe´rieure au benchmark (y < 0 et y  0), on peut appliquer locale-
ment les ”CPO” (Conditions du Premier Ordre) qui dans le cadre de ce proble`me
s’e´crivent L
′
(y) = 0 :
1. En eﬀet Y ∗T ≡ Argmax
Y
{
w(Y )− k
HT
Y
}
est aussi la solution du proble`me (P16)
puisque pour toute strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de budget du proble`me
(P16), note´e YT , on a E
[
w(Y ∗T )
]−E [w(YT )] = E [w(Y ∗T )]−E [w(YT )]−E( kHT Y ∗T )+E( kHT YT ) =
E [w∗(HT )]− (E [w(YT )]−E( kHT YT ))  0 .
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– Pour y < 0, avec L(y) = u(a + y) − kHT y, les CPO donnent :L
′
(y) = 0 ⇔
u
′
(a + y) = kHT ou encore L
′
(y) = 0 ⇔ y = I( kHT ) − a, avec x → I(x)
qui de´signe la fonction inverse de fonction x → u′(x) ; par conse´quent, un
premier maximum local est
y∗1 ≡ Min
{
I(
k
HT
)− a; 0
}
= Min
{
(HT /k)
1/γ − a; 0
}
– De meˆme pour y  0, on a L(y) = u(a+ η+(1+d)y)− kHT y, ce qui implique
que L
′
(y) = 0 ⇔ u′(a + η + (1 + d)y) = 0, et apre`s inversion de la fonction
y → u′(y), L′(y) = 0 ⇔ y = 11+d
{
I( k(1+d)HT )− (a+ η)
}
; on en de´duit
l’expression du second maximum local :
y∗2 ≡
1
1 + d
Max
{(
(1 + d)HT
k
)1/γ
− (a+ η) ; 0
}
Par conse´quent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherche´ ;
en fonction des valeurs des parame`tres η, a, d, et de celle de HT , la valeur ﬁnale du
portefeuille H , le maximum global cherche´ sera ou bien y∗1 ou bien y
∗
2 .
Notons que l’on a y∗2 > 0 ⇔ ΠT ≡ 1HT <
(1+d)
k u
′
(a+ η) = (1+d)k (a+ η)
−γ ≡ π2 et
y∗1 > 0 ⇔ ΠT < u
′
(a)
k =
(a)−γ
k ≡ π1 et par conse´quent on a l’e´quivalence suivante
π1  π2 ⇔ η/a 
[
(1 + d)
1/γ − 1
]
pour a > 0 et les meˆmes valeurs des autres
parame`tres que celles de´crites pre´ce´demment.
Cas 1: a = 0, d  0, η > 0 2
Dans ce cas, on a π1 = +∞, y∗1 ≡ Min
{
I( kHT ); 0
}
= 0, π2 =
(1+d)
k (η)
−γ
et
y∗2 = Max
{
I( k(1+d)HT )− η; 0
}
/ (1 + d)
– Pour ΠT < π2, on a y
∗
1 = 0 et y
∗
2 > 0 et donc pour ces deux valeurs, l’expression
de la fonction a` maximiser est la meˆme : L(y) = u(η+ (1+ d)y)− kHT y ; de plus,
on a L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2 est le
maximum global.
– Pour ΠT  π2, on a y∗1 = y∗2 = 0 et 0 est le maximum global cherche´. On en
de´duit que l’expression de la richesse terminale optimale pour l’asset manager est
bien l’expression du cas (1) expose´e dans l’e´nonce´ du the´ore`me 5 pour ces meˆmes
valeurs des parame`tres (i.e. a = 0, d  0 et η > 0).
De´montrons maintenant le re´sultat e´nonce´ dans lemme suivant :
2. Cas particulier ou` l’asset manager ne rec¸oit pas de frais de gestion ﬁxes (a = 0) mais en
revanche rec¸oit, en cas de sur-performance, un bonus ﬁxe (η > 0) et e´ventuellement des frais de
gestion variables supple´mentaires (d ≥ 0).
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Lemme 6.
∀ (η, a, d, γ) ∈
{
(η, a, d, γ) ∈ R4 \ η > 0, a > 0, d  0, γ > 0, γ = 1, η/a 
[
(1 + d)
1/γ − 1
]}
,
alors la solution du proble`me (P16) est donne´e par l’expression suivante :
Y ∗T =


1
1 + d
{
(
1 + d
k
HT )
1/γ − (a+ η)
}
si HT > H
0 si H∗∗ < HT  H
(HT /k)
1/γ − a si HT  H∗∗
avec H ≡ k(1+d) {(1 + εd)a}γ , avec H∗∗ solution implicite de l’e´quation :
h(k/H∗∗) = 0 avec h (x) ≡ g(x)− u(a+ η),
et avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x) − a] = −x1−1/γ1−1/γ + ax 3.
Preuve du Lemme 6.
Notons qu’on a kπ2 ≡ (1 + d) (a+ η)−γ  a−γ ≡ kπ1. Il y a donc trois cas pos-
sibles :
– Pour ΠT < π2  π1, on a y∗1 = 0 et y∗2 > 0 et donc pour ces deux valeurs, l’expres-
sion de la fonction a` maximiser est la meˆme : L(y) = u(a+ η+ (1+ d)y)− kHT y ;
de plus, on a L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2 est
le maximum global.
– Pour π1  ΠT  π2, on a y∗1 = y∗2 = 0 et on en de´duit que 0 est le maximum.
– Pour ΠT > π1  π2, on a y∗1 < 0, y∗2 = 0 , L(y∗1) = u(a + y∗1) − kHT y∗1 et
L(y∗2) = u(a + η + (1 + d)y
∗
2) − kHT y∗2 = u(a+ η) =
(a+η)1−γ
1−γ ; nous cherchons a`
de´terminer le sous-ensemble de ΠT ∈ ]π1; +∞[ pour lequel L(y∗1) > L(y∗2).
On ve´riﬁe que ΠT ∈ ]π1; +∞[ pour lequel L(y∗1) > L(y∗2) est e´quivalent a`
x ≡ kΠT ∈ ]x1; +∞[ ve´riﬁant h(x) ≡ L(y∗1(x)) − L(y∗2(x)) > 0
avec h(x) ≡ L(y∗1(x)) − L(y∗2(x)) = g(x)− u (a+ η) ≡ ax− x
1−1/γ
1−1/γ − (a+η)
1−γ
1−γ et
ou` on a pose´ g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)− a] = −x1−1/γ1−1/γ + ax et x1 ≡ kπ1 = a−γ .
Or on a h
′
(x) > 0 ⇔ x > x1 et de plus on a h(x1) < 0 (on a h(x1) =
u(a) − u(a + η) < 0 car u est une fonction croissante) ; par conse´quent il existe
dans l’intervalle x ∈ ]x1; +∞[, une unique racine de l’e´quation h(x) = 0, note´e x∗0.
Donc, en posant kπ∗0 ≡ x∗0, on en de´duit que pour ΠT ∈ ]π1;π∗0 [, y∗2 = 0 est
le maximum global cherche´ et pour ΠT ∈ ]π∗0 ; +∞[, y∗1 < 0 est le maximum glo-
bal cherche´.
3. x → I(x) = x−1/γ de´signe la fonction inverse de la fonction x → u′ (x) = x−γ
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Enﬁn en posant H ≡ 1/π2 ≡ k(1+d) {(1 + εd)a}γ et H∗∗ ≡ 1/π∗0 ≡ 1/kx∗0 avec
h(x∗0) = 0, on obtient l’expression de la richesse terminale optimale donne´e dans le
lemme 6. 
Cas 2: a > 0, d = 0, η > 0 4
On obtient l’expression de la strate´gie optimale dans ce cas par application di-
recte du lemme 6 dans le cas particulier ou` d = 0 : il s’agit bien de l’expression du
cas (2) de l’e´nonce´ du the´ore`me 5.
Cas 3a: a > 0, d > 0, η  0 5
Notons tout d’abord que l’on peut supposer que η > 0 puisque dans le cas ou`
η = 0, on se rame`ne a` l’expression donne´e dans le the´ore`me 4 dans le cas particulier
ou` l’asset manager est CRRA.
De plus dans la suite, aﬁn de simpliﬁer la re´solution du proble`me, nous utiliserons la
notation ε ≡ η/da > 0 ; en eﬀet, avec cette notation, on peut re´-e´crire l’expression
des deux maximums locaux de la fac¸on suivante :
y∗1 = Min
{
(HT /k)
1/γ − a; 0
}
et
y∗2 ≡
1
1 + d
Max
{(
(1 + d)HT
k
)1/γ
− (1 + ε) a; 0
}
et on a π1 =
a−γ
k  π2 =
(1+d)
k (1 + εd)
−γ
a−γ ⇔
ε  ε0 ≡
[
(1 + d)
1/γ − 1
]
/d > 0
(i) Sous cas: ε  ε0 ≡ (1+d)1/γ−1d > 0
L’expression de la strate´gie optimale e´nonce´e dans le the´ore`me 5 dans ce cas
(a > 0 , d > 0 et ε  ε0 > 0) est obtenue par application directe du lemme 6
en posant η ≡ εda > 0 : il s’agit de l’expression donne´e dans le the´ore`me 5 pour
ε  ε∗ 6
(ii) Sous cas: 0 < ε < ε0
– Pour ΠT  π1 < π2, on a y∗1 = 0 et y∗2 > 0 et donc pour ces deux valeurs,
l’expression de la fonction a` maximiser est la meˆme :
L(y) = u((1 + dε)a + (1 + d)y) − kHT y ; de plus, on a L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et
L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2 est le maximum global.
4. cas particulier ou` l’asset manager rec¸oit des frais de gestion ﬁxe (a > 0) et, en cas de
sur-performance, un bonus ﬁxe (η > 0) mais pas de frais de gestion variables supple´mentaires
(d = 0).
5. cas particulier ou` l’asset manager rec¸oit a` la fois des frais de gestion ﬁxe (a > 0) et, en
cas de sur-performance, des frais de gestion variables (d > 0) plus e´ventuellement un bonus ﬁxe
(η >= 0)
6. Nous verrons dans la suite de la de´monstration que ε0 > ε∗ est bien ve´riﬁe´e
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– Pour π2 > ΠT > π1, on a y
∗
1 = I (kΠT )− a < 0,
y∗2 =
1
1+d
{(
(1+d)HT
k
)1/γ
− (1 + dε) a
}
> 0 ,
L(y∗1) = u(a+ y
∗
1)− kHT y∗1 et L(y∗2) = u((1 + dε)a+ (1 + d)y∗2)− kHT y∗2 .
Nous cherchons a` de´terminer le sous-ensemble de ΠT ∈ ]π1;π2[ pour lequel
L(y∗1) > L(y
∗
2).
Pour 0 < ε < ε0 , a > 0, d > 0, γ > 0 et γ = 1, on a le re´sultat d’e´quivalence
suivant :
∀ΠT ∈ ]π1;π2[ tel que L(y∗1) > L(y∗2)⇔ ∀x ∈ ]x1;x2[ tel que
l(x) ≡ L(y∗1)−L(y∗2) = u(a+ y∗1)− kHT y∗1 − u((1 + dε)a+ (1 + d)y∗2) + kHT y∗2 > 0
avec y∗1 = I (x)− a < 0, y∗2 = 11+d {I (x/ (1 + d))− (1 + ε) a} > 0,
x ≡ kΠT ≡ kHT , x1 ≡ kπ1 = a−γ et x2 ≡ kπ2 = (1 + d) (1 + εd)
−γ a−γ .
Soit encore ,
l(x) = u(I(x))−x (I(x) − a)−u(I (x/ (1 + d)))+ x(1+d) [I (x/ (1 + d))− (1 + dε) a] >
0.
On en de´duit que ∀ΠT ∈ ]π1;π2[ tel que L(y∗1) > L(y∗2), ⇔ ∀x ∈ ]x1;x2[ tel que
l(x) ≡ g(x)− g(x/ (1 + d))− εda
1 + d
x > 0 (0.1)
avec g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)− a] = −x1−1/γ1−1/γ + ax, 7.
Nous de´montrons a` pre´sent le re´sultat suivant :
Lemme 7.
∀ (ε, a, d, γ) ∈ R4 tel que 0 < ε < ε0 avec ε0 ≡ (1+d)1/γ−1d > 0, a > 0, d > 0,
γ > 0 et γ = 1,
(1) Il existe dans l’intervalle x ∈ ]0; +∞[, une racine unique de l’e´quation l(x) = 0,
note´e x∗0 et donne´e par l’expression suivante :
x∗0 ≡
{
a(ε−1)d
1+d
}−γ
×
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ
}γ
⇔ 0 < ε < Min{ε0; 1}
(2) L’unique racine de l’e´quation l(x) = 0 est comprise dans l’intervalle x ∈ ]x1;x2[
⇔ 0 < ε < ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
avec 0 < ε∗ < Min
{
ε0; 1
}
, x1 = a
−γ et x2 = (1 + d) (1 + εd)
−γ a−γ .
Preuve du Lemme 7.
Etude de la fonction x → l(x) :
En utilisant l’e´quation (Eq. 0.1) ainsi que l’expression de la fonction x → g(x),
7. x → I(x) = x−1/γ de´signe la fonction inverse de la fonction x → u′ (x) = x−γ
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g(x) = −x
1−1/γ
1−1/γ + ax, nous en de´duisons l’expression de la fonction x → l(x) et
par de´rivation celle de sa de´rive´e premie`re x → l′(x) :
l(x) =
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ
}
x1−1/γ − a(ε−1)d1+d x
et donc l
′
(x) =
[
(1/(1 + d))
1−1/γ − 1
]
x−1/γ − a(ε−1)d1+d
Par conse´quent, on obtient les re´sultats suivants :
-Pour γ > 1, on a 0 < ε0 ≡ (1+d)1/γ−1d < 1 et donc pour ε < ε0 < 1, on
peut e´crire l
′
(x) > 0 ⇔ x > x∗1 ≡
[
(1/(1+d))1−1/γ−1
a(ε−1)d/(1+d)
]γ
> 0.
On en de´duit que la fonction x → l(x) est une fonction monotone et croissante
de x ⇔ x > x∗1 > 0.
De plus, la re´solution de l(x) > 0 donne l’expression de l’unique racine de
l’e´quation l(x) = 0, que l’on notera x∗0 ; en eﬀet, on peut e´crire : l(x) > 0 ⇔
x > x∗0 ≡
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ × 1+da(ε−1)d
}γ
=
x∗1
(1−1/γ)γ > x
∗
1
Et comme on a lim
x→0
l(0) = 0, on en de´duit que pour x ∈ ]0;x∗0], on a l(x) < 0 et
pour x ∈ ]x∗0; +∞[ on a l(x) > 0 avec l(x∗0) = 0.
-Pour 0 < γ < 1, on a ε0 ≡ (1+d)1/γ−1d > 1, et on doit distinguer les deux
sous cas suivants :
-pour ε < 1 < ε0, on a l
′
(x) > 0 ⇔ x > 0 et on en de´duit que la fonction
x → l(x) est une fonction croissante de x ⇔ x > 0.
De plus, on a l’e´quivalence :
l(x) > 0 ⇔ x > x∗0 ≡
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ × 1+da(ε−1)d
}γ
> 0. On en de´duit que pour
x ∈ ]0;x∗0], on a l(x) < 0 et pour x ∈ ]x∗0; +∞[, on a l(x) > 0 avec l(x∗0) = 0
-ﬁnalement pour 1 < ε < ε0, on a ∀x > 0, l(x) < 0 et donc, il n’existe pas,
pour x > 0, de racine a` l’e´quation l(x) = 0.
Etude du signe de l(x1) :
Montrons que l(x1) < 0.
Nous venons de de´montrer que, pour 0 < ε < Min
{
ε0; 1
}
, il existe une unique ra-
cine strictement positive a` l’e´quation l(x) = 0, note´e x∗0, dont on connaˆıt l’expres-
sion ; Il suﬃt donc, pour montrer que l(x1) < 0, de prouver que x1 ≡ a−γ < x∗0.
En utilisant l’expression de x∗0, on peut e´crire :
a−γ < x∗0 ⇔ 1 < 1−(1/(1+d))
1−1/γ
1−1/γ × 1+d(1−ε)d ⇔ ε > 1− (1+d)−(1+d)
1/γ
(1−1/γ)d ≡ 1−A (d, γ)
ou` on a pose´ A (γ, d) ≡ (1+d)−(1+d)1/γ(1−1/γ)d .
Montrons a` pre´sent que A (γ, d) > 1.
Pour γ > 1, on a A (γ, d) ≡ (1+d)−(1+d)1/γ(1−1/γ)d > 1 ⇔ θ/γ + (1− 1/γ) − θ1/γ >
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0 ⇔ θ1−1/γ > 1 avec θ ≡ (1 + d) > 1, ce qui est vrai par hypothe`se.
Pour 0 < γ < 1, on a A (γ, d) ≡ (1+d)1/γ−(1+d)(1/γ−1)d > 1 ⇔ θ/γ + (1− 1/γ) − θ1/γ <
0 ⇔ θ1/γ−1 < 1 avec θ ≡ (1 + d) > 1, ce qui est vrai par hypothe`se.
On en de´duit que 1 − A (d, γ) = 1 − (1+d)−(1+d)1/γ(1−1/γ)d < 0 et par conse´quent on
a le re´sultat cherche´ : ∀ε > 0, a−γ < x∗0.
Etude du signe de l(x2) :
En partant a` nouveau de fait qu’il existe, pour 0 < ε < Min
{
ε0; 1
}
, une
unique racine strictement positive a` l’e´quation l(x) = 0, note´e x∗0, on en de´duit
l’e´quivalence suivante :
l(x2) > 0 ⇔ x2 ≡ (1 + d) (1 + εd)−γ a−γ > x∗0.
En utilisant l’expression obtenue ci-dessus de la racine x∗0, on a :
x2 ≡ (1 + d) (1 + εd)−γ a−γ > x∗0 ⇔ (1 + εd) < (ε−1)×d (1 + d)1/γ−1 / (1/(1+d))
1−1/γ−1
1−1/γ .
Soit encore, avec la notation
B (γ, d) ≡ d (1 + d)1/γ−1 / 1−(1/(1+d))1−1/γ1−1/γ > 0,
x2 > x
∗
0 ⇔ (1−ε)×B (γ, d)−(1 + εd) > 0 ⇔ ε < (B (γ, d)− 1) / (B (γ, d) + d) ≡
ε∗ et apre`s calcul, on trouve ε∗ = 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
Montrons que 0 < ε∗ < Min
{
ε0; 1
}
- On a ε∗ > 0 ⇔ (γ−1)θ
γθ1−1/γ−1 > 1 avec θ ≡ (1 + d) > 1.
Pour γ > 1, on a ε∗ > 0 ⇔ (γ − 1) θ < γ θ1/γ−1 − 1 ⇔ q (θ) ≡ (γ − 1) θ −
γ θ1/γ−1 + 1 > 0 avec θ ≡ (1 + d) > 1 ;
en de´rivant la fonction q, on trouve q
′
(θ) ≡ (γ − 1) (1− θ1/γ) > 0 ⇔ θ > 1 avec
q (1) ≡ 0 ;
ce qui implique que ∀θ > 1 q (θ)  0 et prouve donc que ε∗ > 0.
Pour 0 < γ < 1, la de´monstration est similaire.
- De plus, on a ε∗ < ε0 ⇔ (γ−1)θ
γθ1−1/γ−1 < θ
1/γ .
Dans le cas ou` γ > 1, on a ε∗ < ε0 ⇔ (γ − 1) < γ − θ1/γ−1 ⇔ θ1/γ−1 < 1
avec θ ≡ (1 + d) > 1 ; ce qui est vrai par hypothe`se.
Dans le cas ou` 0 < γ < 1, on a ε∗ < ε0 ⇔ (1− γ) < θ1/γ−1 − γ ⇔ θ1/γ−1 > 1, ce
qui est e´galement vrai par hypothe`se. Par conse´quent, on a bien ε∗ < ε0.
-Il ne reste donc plus qu’a` montrer que pour 0 < γ < 1, on a ε∗ < 1
(en eﬀet pour γ > 1, on a ε∗ < ε0 < 1 puisque ε0 < 1 ⇔ γ > 1) :
on a ε∗ < 1 ⇔ (1−γ)θ
1−γθ1−1/γ < θ ⇔ θ1/γ−1 > 1 ce qui est vrai par hypothe`se.
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Conclusion :
On en de´duit le re´sultat cherche´ du lemme 7 :
-Pour ε ∈ [0; ε∗], avec 0 < ε∗ < Min{ε0; 1}, on a l(x2)  0 et l(x1) < 0 et
il existe dans l’intervalle [x1;x2], une unique racine a` l’e´quation l(x) = 0 donne´e
par l’expression suivante :
x∗0 ≡
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ × 1+da(ε−1)d
}γ
.
-Pour ε ∈ ]ε∗; ε0[, avec 0 < ε∗ < Min{ε0; 1}, on a l(x2) < 0 et l(x1) < 0
et plus ge´ne´ralement, on a ∀x ∈ [x1;x2], l(x) < 0 ; il n’y a donc pas de racine a`
l’e´quation l(x) = 0 dans cet intervalle de x.

En utilisant les re´sultats du lemme pre´ce´dent, on en de´duit l’expression du maxi-
mum global cherche´ selon les deux cas de ﬁgure conside´re´s :
-Pour ε ∈ [0; ε∗], avec 0 < ε∗ < ε0, on a :
L(y∗1) > L(y∗2) ⇔ l(kΠT ) > 0 ≡ l(kπ∗) ⇔ ΠT > π∗
ou` on a pose´ kπ∗ ≡ k/H∗ ≡ x∗0 ou` x∗0 est la solution de l’e´quation l(x) ≡ g(x)−
g(x/ (1 + d))− εda1+dx = 0 donne´e par l’expression suivante, x∗0 ≡
{
(1/(1+d))1−1/γ−1
1−1/γ × 1+da(ε−1)d
}γ
.
Par conse´quent, ∀ΠT ∈ ]π1;π∗[, on a L(y∗1) < L(y∗2) et y∗2 > 0 est le maxi-
mum global, et ∀ΠT ∈ ]π∗;π2[, y∗1 > 0 est le maximum global.
-Pour ε ∈ ]ε∗; ε0[, on a, ∀ΠT ∈ ]π1;π2[, l(kΠT ) < 0 ⇔ L(y∗1) < L(y∗2) et par
conse´quent y∗2 > 0 est le maximum global.
– Pour ΠT  π2 > π1, on a y∗2 = 0 et y∗1 = I (kΠT )−a < 0, L(y∗1) = u(a+y∗1)− kHT y∗1
et L(y∗2) = u((1 + εd) a+ (1 + d)y
∗
2)− kHT y∗2 = u((1 + εd) a) =
((1+εd)a)1−γ
1−γ .
Nous cherchons a` de´terminer le sous-ensemble de ΠT ∈ ]π2; +∞[ pour lequel
L(y∗1) > L(y∗2).
On ve´riﬁe qu’il est e´quivalent d’e´crire ΠT ∈ ]π2; +∞[ tel que L(y∗1) > L(y∗2)
et :
x ≡ kΠT ∈ ]x2; +∞[ ve´riﬁe h(x) ≡ L(y∗1(x)) − L(y∗2(x)) > 0,
avec h(x) ≡ L(y∗1(x)) − L(y∗2(x)) = g(x) − u ((1 + εd) a) ≡ ax − x
1−1/γ
1−1/γ −
((1+εd)a)1−γ
1−γ
et ou` on a pose´ g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x) − a] = −x1−1/γ1−1/γ + ax
avec x1 ≡ kπ1 = a−γ et x2 ≡ kπ2 8.
Or on a h
′
(x) > 0 ⇔ x > x1 et h(x1) < 0 (en eﬀet on a h(x1) = u(a) −
8. x → I(x) = x−1/γ de´signe la fonction inverse de la fonction x → u′ (x) = x−γ
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u((1 + εd) a) < 0 car u est une fonction croissante) ; par conse´quent il existe
dans l’intervalle x ∈ ]x1; +∞[, une unique racine de l’e´quation h(x) = 0, note´e
x∗∗0 .
On en de´duit pour x2 ≡ kπ2 ≡ b ((1 + εd)a)−γ ∈ ]x1; +∞[ l’e´quivalence suivante :
x2 > x
∗∗
0 ⇔ h(x2) > 0 ⇔ ab ((1 + εd)a)−γ − b
1−1/γ((1+εd)a)1−γ
1−1/γ − ((1+εd)a)
1−γ
1−γ > 0.
Apre`s calcul, on trouve dans le cas ou` γ > 1, h(x2) > 0 ⇔ γ (1 + d)1−1/γ − 1 <
(γ − 1) (1 + d) /(1 + εd) et on a donc h(x2) > 0 ⇔ ε < 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
≡
ε∗ ; on aboutit au meˆme re´sultat dans le cas ou` 0 < γ < 1.
Notons enﬁn que, comme nous l’avons de´montre´ pre´ce´demment, on a 0 < ε∗ <
Max
{
ε0; 1
}
.
Par conse´quent, on en de´duit qu’il y a deux sous cas de ﬁgures possibles dans le cas
(ii) :
-Soit ε ∈ [0; ε∗] et on a, ∀ΠT ∈ ]π2; +∞[, h(kΠT ) > 0 ⇔ L(y∗1) > L(y∗2) et par
conse´quent y∗1 = I (kΠT )− a < 0 est le maximum global cherche´.
-Soit ε ∈ ]ε∗; ε0[ et en posant kπ∗∗0 ≡ x∗∗0 , on a pour ΠT ∈ ]π2;π∗∗[, L(y∗1) < L(y∗2)
et donc y∗2 = 0 est le maximum global, et pour ΠT ∈ ]π∗∗; +∞[, y∗1 = I (kΠT )−a < 0
est le maximum global cherche´.
En agre´geant les re´sultats obtenus pour les deux sous-cas (i) et (ii), on en conclut
que l’expression de la richesse terminale optimale pour l’asset manager dans le cas
(3) (a) conside´re´ (a > 0, d > 0 et ε  0) est selon que ε ∈ [0; ε∗] ou que ε ∈ ]ε∗; +∞[
avec 0 < ε∗ ≡ 1d
{
(γ−1)(1+d)
γ(1+d)1−1/γ−1 − 1
}
< Min
{
ε0; 1
}
et ε0 ≡ (1+d)1/γ−1d > 0 l’une
des deux expressions donne´es dans l’e´nonce´ du the´ore`me 5 pour ces meˆmes valeurs
des parame`tres.
Cas 3b: a = 0 ou d = 0 et η = 0 9
Puisque η = 0, Il s’agit d’un cas particulier du the´ore`me 4 dans le cas ou` l’as-
set manager est CRRA. L’expression de la richesse terminale optimale est donc un
cas particulier de celle e´nonce´e dans le the´ore`me 4 et on ve´riﬁe facilement qu’elle
correspond bien a` l’expression donne´e dans le the´ore`me 5 pour ε = 0 (avec a = 0
ou d = 0).

Preuve de la proprie´te´ 25. Il s’agit d’un cas particulier des re´sultats donne´s
dans les proprie´te´s 26 et 27 dont la de´monstration suit.
9. Cas particulier ou` l’asset manager ne rec¸oit pas de bonus ﬁxe en cas de sur-performance
(η = 0) et rec¸oit ou bien des frais de gestion variables supple´mentaires en cas de sur-performance
mais pas de frais de gestion ﬁxe ou l’inverse (a = 0 ou d = 0).
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
Preuve de la proprie´te´ 26 . En notant que pour ε  ε∗, on a
Y ∗T (HT ) = Max {Y ∗2 (HT ) ; 0}−Max {Y ∗1 (H∗∗)− Y ∗1 (HT ) ; 0}−Y ∗1 (H∗∗) 1{HT}H∗∗
avec Y ∗1 (HT ) ≡ (HT /k)1/γ − a,
et avec Y ∗2 (HT ) ≡ 11+d
{(
(1+d)HT
k
)1/γ
− (1 + dε) a
}
,
on en de´duit la de´composition de la richesse terminale comme une somme de pay-oﬀ
d’une option call, d’une option put et d’une position investie sur une option put
binaire.
En conside´rant l’espe´rance par rapport au temps t de Y ∗T , on trouve l’expression
donne´e dans la proprie´te´ 26 pour Y ∗t .
L’expression dans le cas ou` 0  ε  ε∗ s’obtient de fac¸on similaire.

Preuve de la proprie´te´ 27 .
Par application du lemme d’Itoˆ, on trouve :
dY ∗t =
dW ∗t
dH∗t
dH∗t
dHt
dHt+(...) dt = ∆t× 1
γ
H∗t
dHt
Ht
+(...) dt = ∆t×H∗t ×h∗
dMt
Mt
+(...) dt
avec h∗ ≡ hγ , et ∆t ≡ dW
∗
t
dH∗t
,
soit encore W ∗t × w∗t = Bt × b + ∆t×H
∗
t
γ × h, et apre`s de´rivation on trouve l’ex-
pression de ∆t ≡ dW
∗
t
dH∗t
expose´e dans la proprie´te´ 27.

Preuve du the´ore`me 6.
Le proble`me de maximisation conside´re´ (P17) s’identiﬁe au proble`me (P21) dans
le cas particulier ou` D = 1 ; l’expression de la solution (plus ge´ne´rale) du proble`me
(P21) est fournie dans le the´ore`me 9 du chapitre 5 (dont la de´monstration se trouve
ci-dessous). 
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Preuve des proprie´te´s 28 et 29. Meˆme type de de´monstration que celles
des proprie´te´s 26 & 27. 
Preuve du the´ore`me 7.
Notons tout d’abord que la fonction a` maximiser dans le cadre du proble`me d’op-
timisation conside´re´ (P18), que l’on notera y → w(y), est l’expression suivante :
w(y) ≡ u(v(y; b)) =
{
u(a× b+ y) si y < 0
u((a+ η) b+ (1 + d)y) si y  0
avec x → u(x) ≡ (x)1−γ1−γ de´signant la fonction d’utilite´ de l’asset manager (i.e.
investisseur CRRA),
ou` γ ∈ ]0; +∞[ \ {1} est son parame`tre d’aversion au risque,
et avec v(y; b) ≡ ab + y + (ηb+ (1 + d)y) 1y0 sa fonction de frais qui de´pend
des parame`tres , a et d, des constantes positives ou nulles, et de la variable y, la
valeur ﬁnale de l’exce´dent de richesse par rapport au benchmark, et de celle du
benchmark, note´e b.
Nous cherchons a` montrer que la solution du proble`me (P18) s’identiﬁe a` l’ex-
pression de Y ∗T donne´e dans le the´ore`me 7.
Il suﬃt pour cela de montrer que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre
- Fenchel) du proble`me (P18), note´ w∗(HT ) ≡ Max
Y
{
w(Y )− kHT Y
}
, a pour solu-
tion ” point par point ” (i.e. pour chaque valeur de HT possible) l’expression de Y
∗
T
donne´e explicitement dans le cadre du the´ore`me 7. 10.
Le proble`me statique correspondant au convexe conjugue´ du proble`me (P18) consiste
a` de´terminer l’expression de
Y ∗T = argmax
Y
{
w(Y )− kHT Y
}
avec la fonction w qui de´pend non seulement de la variable Y mais aussi de b = BT ,
la valeur ﬁnale du benchmark.
Suivant la meˆme approche que Basak, Pavlova et Shapiro (2003), nous eﬀectuons
un changement de variables aﬁn de simpliﬁer ce proble`me qui peut se re´-e´crire de
la fac¸on suivante :
de´terminer Z∗T = argmaxL(Z)
Z
avec L(ZT ) ≡ z(ZT )− (k/ΠT )ZT
ou ZT ≡ YT /BT , z(ZT ) ≡ w(ZT )/ B1−γT et 1/ΠT ≡ BγT /HT .
10. En eﬀet Y ∗T ≡ Argmax
Y
{
w(Y ) − k
HT
Y
}
est aussi la solution du proble`me (P18) puisque
pour toute strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de budget du proble`me
(P18), note´e YT , on a E
[
w(Y ∗T )
] − E [w(YT )] =E [w(Y ∗T )] − E [w(YT )] − E( kHT Y ∗T ) +
E( k
HT
YT ) =E [w
∗(HT )]− (E [w(YT )]−E( kHT YT ))  0.
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La fonction z(Z) ne de´pend plus que d’une seule variable, Z et donc la suite de la
de´monstration est identique a` la de´monstration du the´ore`me 5 en conside´rant les
changement de variables suivants :
ZT ≡ YT /BT au lieu de YT ≡ WT −BT comme variable de richesse
et 1/ΠT ≡ BγT /HT au lieu de 1/HT comme variable d’e´tat.

Preuve de la proprie´te´s 30.
Conside´rons le cas ε  ε∗.
Notons qu’on a Z∗T ≡ Y
∗
T
BT
= l (ΠT )
avec l (ΠT ) ≡


1
1 + d
{(
1 + d
k
ΠT
)1/γ
− (1 + dε) a
}
si ΠT > Π
0 si Π∗∗ < ΠT  Π
(ΠT /k)
1/γ − a si ΠT  Π∗∗
ou` on a pose´ ΠT ≡ HTBγT .
On en de´duit que : Z∗t = e
−r(T−t)EQt
(
Y ∗T
Bt
)
= e−r(T−t)EQt
(
BT
Bt
l (ΠT )
)
ou` Q de´signe la probabilite´ risque neutre. Conside´rons le changement de proba-
bilite´ suivant : dQ
B
dQ ≡ BTerT ≡ ξT ou` QB de´signe la probabilite´ associe´e au nume´raire
B.
Par conse´quent, on peut e´crire la valeur de Z∗t =
Y ∗t
Bt
de la fac¸on suivante :
Z∗t = e−r(T−t)E
Q
t
(
BT
Bt
l (ΠT )
)
≡ EQt
(
ξT
ξt
l (ΠT )
)
= EQ
B
t (l (ΠT )).
D’autre part, on a dQ
B
dQ ≡ BTerT = e
{
bTσWT−‖b
T σ‖2T
2
}
ξT , ou` b est le vecteur des
poids de la richesse totale investie dans les actifs risque´s pour le portefeuille bench-
mark.
On en de´duit par application du the´ore`me de Girsanov que le processus WQ
B
t ,
avec dWQ
B
t ≡ dWQt − βdt et βT = bTσ est un QB -mouvement brownien.
On a ΠT ≡ HTBγT =
Hte
{(
r− ‖K‖
2
2
)
(T−t)+KT (Wt−Wt)
}
Bγt e
{
γ
(
r−‖bT σ‖
2
2
)
(T−t)+γbT σ(Wt−Wt)
} avec K ≡ σ−1 (µ− r),
ou encore apre`s changement de mouvement brownien :
Π
1/γ
T ≡ H
1/γ
T
BT
= Π
1/γ
t e
{[
(1−γ)
γ r+
‖bT σ‖2
2 − ‖K‖
2
2γ +
(
KT
γ −bTσ
)
σT b
]
(T−t)+
(
KT
γ −bTσ
)(
WQ
B
T −WQ
B
t
)}
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En posant f (T − t) ≡
[
(1−γ)
γ r +
‖bTσ‖2
2 − ‖K‖
2
2γ +
(
KT
γ − bTσ
)
σT b
]
(T − t)
et X ≡
(
KT
γ − bTσ
)(
WQ
B
T −WQ
B
t
)
∼ N (0;σ∗2)
avec σ∗2 ≡ V ar (X) = V ar {ln (HT ) /γ − ln (BT )} soit encore σ∗2 =
∥∥∥KTγ − bTσ∥∥∥2 (T−
t), on en de´duit que Π
1/γ
T est une variable log-normale :
Π
1/γ
T = Π
1/γ
t e
{f(T−t)+X} ∼ lnN (f (T − t) ;σ∗2).
En utilisant l’expression de la fonction l, on en de´duit l’e´criture suivante de Z∗t :
Z∗t =
1
1+d
(
1+d
k
)1/γ
EQ
B
t
(
Π
1/γ
T 1ΠT>Π
)
+
(
1
k
)1/γ
EQ
B
t
(
Π
1/γ
T 1ΠTΠ∗∗
)
− (1+dε)a1+d PQ
B
t
(
ΠT > Π
)− aPQBt (ΠT  Π∗∗)
Et apre`s calcul, en utilisant la log-normalite´ de Π
1/γ
T , on trouve l’expression sui-
vante :
Z∗t = E
QB
t (l (ΠT )) = Π
−1/γ
t e
(f(T−t)+σ2x/2) k−1/γ
{
N
(
x0
σ∗ − σ∗
)
+ 1
(1+d)1−1/γ
N
(
σ∗ − x2σ∗
)}
− (1+dε)a1+d N
(
− x2σX
)
− aN
(
x0
σX
)
avec x0 ≡ ln(Π
∗∗)−ln(Πt)
γ − f(T − t), x2 ≡
ln(Π)−ln(Πt)
γ − f(T − t),
et ou` x → N (x) de´signe la fonction de re´partition d’une variable suivant une
loi normale centre´e re´duite N (0; 1).
En posant Π∗t =
H∗t
Bt
= EQ
B
t
(
H
1/γ
T
BT
)
= EQ
B
t
(
Π
1/γ
T
)
= Π
1/γ
t e
(f(T−t)+σ2x/2)
on obtient x0 = ln
{
(Π∗∗)1/γ/Π∗t
}
+ σ
∗2
2 et x2 = ln
(
(Π)1/γ/Π∗t
)
+ σ
∗2
2
et en utilisant les notations suivantes : dΠ
∗∗
1 ≡ σ∗ − x0σ∗ =
ln{Π∗t /(Π∗∗)1/γ}
σ∗ +
σ∗2
2 ,
dΠ
∗∗
2 ≡ − x0σ∗ = dΠ
∗∗
1 − σ∗, dΠ1 ≡ σ∗ − x2σ∗ =
ln{Π∗t /(Π)1/γ}
σ∗ +
σ∗2
2 ,
dΠ2 ≡ − x2σ∗ = dΠ1 − σ∗ et yd ≡
(
k
1+d
)−1/γ
, on en de´duit l’expression cherche´e
de Y ∗t :
Y ∗t = Bt
{
yd
1+dC
0(Π∗t , (Π)1/γ , T − t)− y0P 0(Π∗t , (Π∗∗)1/γ , T − t)
}
−Bt
{
a− y0(Π∗∗)1/γ
}
B0(Π∗t , (Π∗∗)1/γ , T − t)
avec
C0(Π∗t , (Π)
1/γ , T − t) ≡ Π∗tN
(
dΠ1
)
− (Π)1/γN
(
dΠ2
)
,
P 0(Π∗t , (Π
∗∗)1/γ , T − t) ≡ (Π∗∗)1/γN (−dΠ∗∗2 )−Π∗tN (−dΠ∗∗1 ),
et B0(Π∗t , (Π∗∗)1/γ , T − t) ≡ N
(−dΠ∗∗2 )
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La valeur de Y ∗t dans le cas 0  ε  ε∗ s’obtient de la meˆme fac¸on que dans
le cas ε  ε∗ traite´ pre´ce´demment.

Preuve de la proprie´te´ 31.
Nous pouvons re´e´crire les expressions donne´es dans le the´ore`me 7 de la manie`re
suivante Y ∗t = Bt × C (Π∗t ) avec x → C (x) une fonction de´terministe diﬀe´rente
selon que ε  ε∗ ou que 0  ε  ε∗.
Par application du lemme d’Itoˆ, nous en de´duisons que :
dY ∗t =
(
C (Π∗t ) +Bt
∂C
∂Π∗t
∂Π∗t
∂Bt
)
dBt +Bt
∂C
∂Π∗t
∂Π∗t
∂Ht
dHt + (...) dt
Apre`s calcul, on trouve
dW ∗t = (Bt + C (Π∗t )Bt −∆tΠ∗tBt) dBtBt + 1γ [∆tΠ∗tBt] dHtHt + (...) dt
avec ∆t ≡ ∂W
∗
t
∂Π∗t
.
Finalement, apre`s avoir note´ que
W ∗t ≡ Bt + C (Π∗t )Bt et que dH
∗
t
H∗t
= 1γ
dHt
Ht
+ (1− 1γ )rdt,
on en de´duit que
dW∗t
W∗t
=
(
1− ∆tH∗tW∗t
)
dBt
Bt
+ [∆tH
∗
t ]
dH∗t
H∗t
, et par conse´quent, on
a bien
w∗tW
∗
t = ∆tH
∗
t h
∗ + (W ∗t −∆tH∗t ) b
ou w∗t de´signe le vecteur des poids investis dans les N actifs risque´s de la strate´gie
optimale, b celui du benchmark et h∗ celui du portefeuille h∗.
Nous obtenons l’expression de ∆t dans le cas ε  ε∗ et dans le cas 0  ε  ε∗
par simple de´rivation de l’expression de C (Π∗t ).

Preuve du the´ore`me 8.
Le proble`me de maximisation conside´re´ (P19) e´tant invariant par transformation
line´aire de la fonction a` maximiser, nous conside´rons la forme suivante de la fonc-
tion d’utilite´ a` maximiser w(y) ≡ v(z′(y))/D 11.
11. w(y) ≡ v(z′ (y))/D =


u(y) + (
1−D
D
)u(0) si y < 0
u(θy)
D
si y  0
avec
z
′
(y) ≡ y × 1y<0 + θ y × 1y≥0.
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Nous cherchons a` montrer que la solution du proble`me (P19) est donne´e par l’ex-
pression de Y ∗T donne´e dans le the´ore`me 8.
Il suﬃt pour cela de montrer que le convexe conjugue´ (ou transforme´ de Legendre-
Fenchel) du proble`me (P19), w∗(HT ) ≡ Max
Y
{
w(Y )− kHT Y
}
, a pour solution ”
point par point ” (i.e. pour chaque valeur de HT possible) l’expression de Y
∗
T de´ﬁnie
explicitement dans le cadre du the´ore`me 8. 12.
Le proble`me statique correspondant au convexe conjugue´ du proble`me (P19) peut
donc s’e´crire de la fac¸on suivante :
de´terminer y∗ = argmax
y
L(y) avec L(y) ≡ w(y)− kHT y.
En conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure au benchmark (y < 0 et y  0), on peut appliquer localement
les ” CPO ” (Conditions du Premier Ordre) qui dans le cadre de ce proble`me
s’e´crivent L
′
(y) = 0 :
-Pour y < 0, avec L(y) = u(y) + 1−DD u(0)− kHT y les CPO donnent :
L
′
(y) = 0 ⇔ u′ (y) = kHT ⇔ y = I( kHT ) ≡ γ
{
(C1γ
HT
k )
1/γ −A
}
Donc un premier maximum local est y∗1 ≡ Min
{
I( kHT ); 0
}
-De meˆme pour y  0, on a L(y) = u(θy)D − kHT y et L
′
(y) = 0 ⇔ u
′
(θy)
D =
k
HT
⇔ y = 1θ I(Dθ kHT ) avec θ ≡ (1 + d).
On en de´duit l’expression du second maximum local : y∗2 ≡ Max
{
1
θ I(
D
θ
k
HT
); 0
}
Par conse´quent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherche´ ;
selon les valeurs conside´re´es des parame`tres D, θ et la valeur ﬁnale du portefeuille,
note´e HT , le maximum global cherche´ sera soit y
∗
1 soit y
∗
2 .
Notons que pour C1 × γ > 0, on a y∗2 > 0 ⇔ HT > kDθ u
′(0) ≡ kDθ γa
γ
C1
≡ ε2
et y∗1 > 0 ⇔ HT > k u
′(0) ≡ k γAγC1 ≡ ε1
Cas 1: D  θ  1 13
On donne ci-dessous la de´monstration dans le cas ou`D > θ  1 (le cas ou`D = θ  1
se de´montre de fac¸on similaire en conside´rant le fait que ε2 = ε1).
-Pour HT > ε2 > ε1 , on a y
∗
1 = 0 et y
∗
2 > 0 et donc pour ces deux valeurs,
12. en eﬀet Y ∗T ≡ Argmax
Y
{
w(Y ) − k
HT
Y
}
est aussi la solution du proble`me (P19) puisque
pour toute strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de budget du proble`me
(P19), note´e YT , on a E
[
w(Y ∗T )
] − E [w(YT )] =E [w(Y ∗T )] − E [w(YT )] − E( kHT Y ∗T ) +
E( k
HT
YT ) =E [w
∗(HT )]− (E [w(YT )]−E( kHT YT ))  0.
13. Niveau d’aversion D plus e´leve´ que θ, le niveau d’” incitation ” duˆ aux frais de gestion
variables.
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l’expression de la fonction a` maximiser est la meˆme :
L(y) ≡ w(y) − kHT y =
u(θy)
D − kHT y ;
de plus, on a L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent
y∗2 est le maximum global.
-Pour ε2  HT  ε1 , on a y∗1 = y∗2 = 0 et on en de´duit que 0 est le maxi-
mum. -Pour HT < ε1 < ε2 , on a y
∗
2 = 0 et y
∗
1 < 0 et donc pour ces deux valeurs,
l’expression de la fonction a` maximiser est la meˆme :
L(y) ≡ w(y) − kHT y = u(y) + 1−DD u(0) − kHT y ; les CPO impliquent que L
′
(y) =
0 ⇔ y = y∗1 donc y∗1 est le maximum global.
On en de´duit que l’expression de la richesse terminale optimale pour l’asset mana-
ger est bien celle expose´e dans l’e´nonce´ du the´ore`me 8 pour D  θ  1 C.Q.F.D.
Cas 2: cas 1  D  θ 14
Sans perte de ge´ne´ralite´, nous supposons que 1  D < θ (le cas 1  D = θ se
de´montre de fac¸on similaire en conside´rant le fait que ε2 = ε1).
-Pour HT  ε1 > ε2, on a y∗1 = 0 et y∗2 > 0 et donc pour ces deux valeurs,
l’expression de la fonction a` maximiser est la meˆme : L(y) ≡ u(θy)D − kHT y ; de plus,
on a L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2 est le
maximum global.
-Pour HT  ε2 < ε1 , on a y∗2 = 0 et y∗1 < 0 et donc pour ces deux valeurs,
l’expression de la fonction a` maximiser est la meˆme : L(y) ≡ u(y) − kHT y , et les
CPO s’e´crivent : L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗1 ; on en de´duit que y∗1 est le maximum global.
-Pour ε2 > HT > ε1 on a y
∗
1 < 0 et y
∗
2 > 0 et on a L(y
∗
1) ≡ w(y∗1) − kHT y∗1 =
u(y∗1) +
1−D
D u(0)− kHT y∗1 , L(y∗2) ≡
u(θy∗2 )
D − kHT y∗2 .
Nous cherchons donc a` de´terminer la zone de valeur de HT ∈ ]ε2; ε1[ pour la-
quelle y∗1 est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de HT ∈ ]ε2; ε1[ pour lequel
L(y∗1) > L(y∗2) .
Lemme 8. ∀HT ∈ ]ε1; ε2[ tel que L(y∗1) > L(y∗2) ⇔ ∀x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
tel
que
m(x) ≡ D
D − 1g(
D
θ
x)− 1
D − 1g(x)− g(
C1
γ
A−γ) > 0 (0.2)
ou` on a pose´ x ≡ Dθ kHT et g(x) ≡ u0
[
I0(x)
]− x [I0(x)− aγ]
14. Niveau d’aversion, D plus faible que θ, le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re.
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Preuve du Lemme 8.
Posons u0(y) ≡ u(y +Aγ) = γ1−1/γC1/γ1 1y1/γ
et I0(y) ≡ I(y) +Aγ = γ1−1/γC1/γ1 1y1/γ
On peut re´-e´crire les expressions de y∗1 et y
∗
2 de la fac¸on suivante :
y∗1 = I0(
k
HT
)−Aγ et y∗2 = 1θ I0(Dθ kHT )−
Aγ
θ
et celles de L(y∗1) et L(y
∗
2) comme suit :
L(y∗2) =
1
Dg(
D
θ
k
HT
) et L(y∗1) = g(
k
HT
) + 1−DD u
0(Aγ)
avec g(x) ≡ u0 [I0(x)]− x [I0(x) − aγ].
Posons x ≡ Dθ kHT on a donc ε2 > HT > ε1 ⇔ Dθ C1γ A−γ < x < C1γ A−γ
et L(y∗1) > L(y
∗
2) ⇔ g(Dθ x) − 1Dg(x)− D−1D u0(Aγ) > 0 et comme par ailleurs nous
avons u0(aγ) = g(C1γ a
−γ), on en de´duit le re´sultat cherche´.

Etude de x → g(x) et de x → g′ (x) :
Apre`s calcul on obtient les expressions suivantes :
g(x) = Aγx− γ1−1/γC1/γ1
x1−1/γ
1− 1/γ + C2 (0.3)
et g
′
(x) = Aγ − I0(x) = Aγ − γ1−1/γC1/γ1 x−1/γ
On en de´duit que, ∀ (C1; γ) ∈ R2 tel que C1 × γ > 0 , on a
g
′
(x) > 0 ⇔ x > C1γ A−γ
Etude de x → m(x) et de x → m′(x) :
Remarquons que m(C1γ A
−γ) > 0 :
en eﬀet on a m(x) > 0 ⇔ D
[
g(x θD )− g(C1γ A−γ)
]
> g(x) − g(C1γ A−γ),
par conse´quent m(C1γ A
−γ) > 0 ⇔ D
[
g( θD
C1
γ A
−γ)− g(C1γ A−γ)
]
> 0, ce qui est
vrai par construction puisque g est une fonction croissante de x ⇔ x > C1γ A−γ .
De meˆme, on montre que m(Dθ
C1
γ A
−γ) < 0 . Par conse´quent on en de´duit qu’il
existe au moins une racine de m(x) = 0 dans l’intervalle x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
.
Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 9 que cette racine est unique.
Lemme 9.
∀ (C1; γ) ∈ R2 tel que C1 × γ > 0 , il existe une unique racine de l’e´quation
m(x) = 0 dans l’intervalle x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
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Preuve du Lemme 9.
En partant des e´quations 0.2et 0.3 et apre`s calcul on obtient les expressions sui-
vantes pour x → m(x) et x → m′ (x) :
m(x) = 1D−1
{
(1−θ1−1/γD1/γ)γ1−1/γC1/γ1
1−1/γ
}
x1−1/γ + θ−1D−1aγx− g(C1γ a−γ)
et m
′
(x) = 1D−1
{
(1− θ1−1/γD1/γ)γ1−1/γC1/γ1 x−1/γ + (θ − 1) aγ
}
-Cas γ > 1 et C1 > 0 :
On a m
′
(x) > 0 ⇔ x > x∗1 ≡ C1γ
[
1−θ1−1/γD1−1/γ
1−θ
]γ
A−γ .
Ainsi m est une fonction croissante de x⇔ x > x∗1.
De plus on montre que, pour γ > 0 , C1γ A
−γ > x∗1 ⇔ 1 >
[
1−θ1−1/γD1−1/γ
1−θ
]γ
⇔
θ
D > 1 , ce qui est vrai par hypothe`se.
On en de´duit qu’il existe une unique racine dem(x) = 0 pour x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
-Cas 0 < γ < 1 , C1 > 0 et θ
1−γ < D < θ : idem cas pre´ce´dent
On a m
′
(x) > 0 ⇔ x > x∗1 ≡ C1γ
[
1−θ1−1/γD1−1/γ
1−θ
]γ
A−γ .
Ainsi m est une fonction croissante ⇔ x > x∗1 et comme pour γ > 0 et θ > D
C1
γ A
−γ > x∗1 ,
on en de´duit qu’il existe une unique racine dem(x) = 0 pour x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
-Cas 0 < γ < 1 , C1 > 0 et D  θ1−γ < θ :
On a m
′
(x) > 0 ⇔ x  0 , et on en de´duit que, comme dans les deux cas
pre´ce´dents, il existe une unique racine de m(x) = 0 pour x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[
.
-Cas γ < 0 et C1 < 0 :
On a m
′
(x) > 0 ⇔ x > x∗1 ≡ C1γ
[
1−θ1−1/γD1−1/γ
1−θ
]γ
A−γ .
Ainsi m est une fonction croissante de x ⇔ x > x∗1 .
On montre que, pour γ ≡ −β > 0 ,
C1
γ A
−γ > x∗1 ⇔ 1 >
[
θ−1
θ( θD )
1/β−1
]β
⇔ θD > 1, ce qui est vrai par hypothe`se.
On en de´duit comme dans les trois autres cas qu’il existe une unique racine de
m(x) = 0 pour x ∈
]
D
θ
C1
γ A
−γ ; C1γ A
−γ
[

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En utilisant les re´sultats du Lemme 8 et du Lemme 9 expose´s ci-dessus, et en posant
H∗0 ≡ Dθ kx∗0 avec x
∗
0 de´ﬁni implicitement par l’e´quation suivante :
m(x) ≡ g(Dθ x) − 1Dg(x) − (1 − 1D )g(C1γ A−γ) = 0, on en de´duit le re´sultat sui-
vant :
Pour HT ∈ ]ε2;H∗0 [, on a L(y∗1) > L(y∗2) et par conse´quent y∗1 est le maximum
global cherche´ ;
Pour HT ∈ ]H∗0 ; ε1[, on a L(y∗1) < L(y∗2) et par conse´quent y∗2 est le maximum
global cherche´.
Or comme par ailleurs pour HT ∈ ]0; ε2], y∗1 est le maximum global et que, pour
HT ∈ [ε1; +∞[, y∗2 est le maximum global, on en de´duit que l’expression de la ri-
chesse terminale optimale pour l’asset manager dans le cas ou` 1  D  θ est bien
celle qui est e´nonce´e dans le cadre du the´ore`me 8.

Preuve des conse´quences 15 et 16. On obtient les re´sultats cherche´s par
application directe du the´ore`me 8.

Preuve des proprie´te´s 33 et 34. On en de´duit de l’expression donne´e dans
la conse´quence 15, que la richesse terminale peut se de´composer comme une somme
de pay-oﬀ de diﬀe´rentes options. En conside´rant l’espe´rance par rapport au temps
t de Y ∗T , on trouve l’expression donne´e dans la proprie´te´ 33 pour Y
∗
t .
L’expression de la proprie´te´ 34 s’obtient par application direct du lemme d’Itoˆ
en conside´rant l’expression de la proprie´te´ 33.

Preuve du the´ore`me 9.
Nous cherchons a` montrer que la solution du proble`me (P21) est donne´e par l’ex-
pression de Y ∗T du the´ore`me 9.
Aﬁn d’alle´ger l’e´criture, et sans perte de ge´ne´ralite´ nous supposons que W 0 ≡ 1, ce
qui implique que Y 0 ≡ ρ− 1 Il suﬃt pour cela de montrer que le convexe conjugue´
du proble`me (P21), w∗(HT ) ≡ Max
Yρ−1
{
w(Y )− kHT Y
}
, avec 0  ρ < 1, a pour
solution ” point par point ” l’expression Y ∗T de´ﬁnie dans le cadre du the´ore`me 9.
15
ou` la fonction d’utilite´ y → w(y) est donne´e par l’expression suivante : w(y) ≡
15. En eﬀet Y ∗T ≡ Argmax
Yρ−1
{
w(Y ) − k
HT
Y
}
est aussi la solution du proble`me (P21) puisque
pour toute strate´gie quelconque admissible ve´riﬁant la contrainte de budget et la contrainte de
protection du proble`me (P21), note´e YT , on a E
[
w(Y ∗T )
]−E [w(YT )] =E [w(Y ∗T )]−E [w(YT )]−
E( k
HT
Y ∗T ) + E(
k
HT
YT ) =E [w
∗(HT )]− (E [w(YT )]−E( kHT YT ))  0.
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v(z
′
(y))


u(y) si y < 0
u(θy)
D
si y  0
avec u(y) ≡ y − y22a ou a  0.
Le proble`me statique correspondant au convexe conjugue´ du proble`me (P21) peut
donc s’e´crire de la fac¸on suivante :
de´terminer y∗ = argmax
yρ−1
L(y) avec L(y) ≡ w(y)− kHT ;
en conside´rant se´pare´ment le maximum local pour la partie supe´rieure et pour
la partie infe´rieure au benchmark (ρ − 1  y < 0 et y  0 ), on peut appliquer
localement les ” CPO ” (i.e. conditions de Kuhn et Tucker) : L
′
(y∗) + λ = 0 ;
y∗  (ρ− 1) ; λ  0 ; λ× y∗ = 0 ou` λ de´signe le coeﬃcient de Lagrange associe´ a` la
contrainte d’assurance de portefeuille :
-Pour y < 0 , on a L(y) ≡ u(y)− kHT y et deux cas sont possibles :
ou bien λ = 0 (la contrainte de protection ne joue pas) et on a L
′
(y) = 0 ⇔
u
′
(y) = kHT ⇔ y = I( kHT ) ≡ a(1 − kHT ) , et le maximum local est donne´ par
y∗1 = a(1 − kHT ),
ou bien λ > 0 (la contrainte est sature´e) et on a y∗1 = ρ− 1 .
Donc un premier maximum local est y∗1 ≡ Min
{
Max
{
a
(
1− kHT
)
; ρ− 1
}
; 0
}
-Pour y  0 , on a L(y) = u(θy)D − kHT y et les C.P.O. donnent
L
′
(y) = 0 ⇔ u
′(θy)
D =
k
HT
⇔ y = 1θ I(Dθ kHT ) ≡ aθ (1 − Dθ kHT ) avec θ ≡ (1 + d)
.
On en de´duit l’expression du second maximum local : y∗2 ≡ Max
{
a
θ (1− Dθ kHT ); 0
}
Par conse´quent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherche´ ;
selon les valeurs conside´re´es des parame`tres D , θ et la valeur ﬁnale du portefeuille,
HT , l’expression de la richesse terminale optimale sera y
∗
1 ou y
∗
2 .
Notons qu’on a y∗2 > 0 ⇔ HT > kDθ et y∗1 > 0 ⇔ HT > k
Cas 1: D  θ  1 16
On expose la de´monstration dans le cas ou` D > θ  1 (le cas ou` D = θ  1
se de´montre de fac¸on similaire en ne conside´rant que trois sous cas : HT  k ,
k > HT > k/ (1 + ξ) et HT  k/ (1 + ξ) ).
Dans ce cas on a k1+ξ < k < k
D
θ car on suppose que ξ ≡ 1−ρa > 0.
(1) Pour HT > k
D
θ
On a y∗1 = 0 et y
∗
2 > 0 et donc ces deux valeurs ve´riﬁent : L(y) ≡ u(θy)D − kHT y ;
16. Niveau d’aversion D plus e´leve´ que θ, la valeur du parame`tre d’ incitation ﬁnancie`re.
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par conse´quent L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , i.e. y∗2 est le
maximum global cherche´.
(2) Pour kDθ  HT  k
On a y∗1 = y
∗
2 = 0 et on en de´duit que 0 est le maximum.
(3) Pour k1+ξ < HT < k
On a y∗2 = 0 et ρ − 1 < y∗1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a : L(y) ≡
u(y)− kHT y ; les CPO s’e´crivent L
′
(y) = 0 ⇔ y = a(1− kHT ) ≡ y∗1 et par conse´quent
y∗1 est le maximum global.
(4) Pour HT  k1+ξ ≡ H∗
On a y∗2 = 0 et y
∗
1 = ρ−1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) ≡ u(y)− kHT y ;
par conse´quent L
′
(y) = 0 ⇔ y = a(1 − kHT ) et L
′
(y) < 0 ⇔ y > a(1 − kHT ).
On en de´duit comme a(1 − kHT )  y∗1 = ρ − 1 < y∗2 = 0 que L(y∗1) > L(y∗2),
i.e. y∗1 = ρ− 1 est le maximum global cherche´.
On en de´duit que l’expression de la richesse terminale optimale pour l’asset manager
expose´e est bien celle de l’e´nonce´ du the´ore`me 9 pour D  θ  1
C.Q.F.D.
Cas 2: 1  D < θ et ξ ≡ 1−ρa 
(
θ
D − 1
)
> 0 17
Sans perte de ge´ne´ralite´, nous supposons que ξ >
(
θ
D − 1
)
> 0 : en eﬀet, le cas
ξ =
(
θ
D − 1
)
> 0 se de´montre de fac¸on similaire en ne conside´rant que trois des
quatre sous-cas : HT  k , HT  k/ (1 + ξ) et k > HT > kD/θ = k/ (1 + ξ)
pre´sente´s ci-dessous.
Notons que dans l’hypothe`se ou` nous nous plac¸ons, i.e. ξ >
(
θ
D − 1
)
> 0, on a :
k
1+ξ <
kD
θ < k.
(1) Pour HT  k
On a y∗1 = 0 et y
∗
2  0 et donc pour ces deux valeurs de y, on a L(y) ≡ u(θy)D − kHT y ;
de plus, L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2 est le
maximum global.
17. Niveau d’aversion, D plus faible que θ, le parame`tre d’ incitation ﬁnancie`re et niveau de
protection ” faible ”.
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(2) Pour k1+ξ < HT 
kD
θ
On a y∗2 = 0 et ρ − 1 < y∗1  0 et donc, pour ces deux valeurs de y, on a
L(y) ≡ u(y) − kHT y 18 et les CPO s’e´crivent : L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗1 ; on en de´duit
que y∗1 est le maximum global.
(3) Pour HT  k1+ξ
on a y∗2 = 0 et y
∗
1 = ρ−1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) ≡ u(y)− kHT y ;
par conse´quent L
′
(y) = 0 ⇔ y = a(1 − kHT ) et L
′
(y) < 0 ⇔ y > a(1 − kHT ).
On en de´duit avec a(1 − kHT )  y∗1 = ρ − 1 < y∗2 = 0 que L(y∗1) > L(y∗2), i.e.
y∗1 = ρ− 1 est le maximum global cherche´.
(4) Pour k > HT >
kD
θ
On a y∗1 < 0 et y∗2 > 0 et la fonction a` maximiser est pour Y ∗1 , resp. pour Y ∗T ,
donne´e par L(y∗1) = u(y∗1)− kHT y∗1 , resp. par L(y∗2) ≡
u(θy∗2)
D − kHT y∗2 .
Nous cherchons donc a` de´terminer la zone de valeur de HT ∈
]
kD
θ ; k
[
pour la-
quelle y∗1 est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de HT ∈
]
kD
θ ; k
[
pour lequel
L(y∗1) > L(y
∗
2) .
Lemme 10.
∀HT ∈
]
kD
θ ; k
[
tel que L(y∗1) > L(y
∗
2) ⇔ ∀x ∈
]
D
θ ; 1
[
tel que
m(x) ≡ Dg(D
θ
x)− g(x) > 0 (0.4)
ou` on a pose´ x ≡ Dθ kHT et g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)]
Preuve du Lemme 10.
En partant des expressions de y∗1 et y∗2 , il en de´coule que les expressions de L(y∗1)
et L(y∗2) peuvent eˆtre e´crites comme suit :
L(y∗2) =
1
Dg(
D
θ
k
HT
) et L(y∗1) = g(
k
HT
) avec g(x) ≡ u [I(x)]− xI(x) .
Posons x ≡ Dθ kHT , on a donc k > HT > kDθ ⇔ Dθ < x < 1
et L(y∗1) > L(y
∗
2) ⇔ Dg(Dθ x) − g(x) > 0 . 
18. [car L(0) = 0
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Etude de x → g(x) et de x → g′ (x)
Apre`s calcul on obtient les expressions suivantes :
g(x) =
a
2
(1− x)2 (0.5)
et g
′
(x) = a(x − 1) .
On en de´duit que g(x)  0 ∀x et g′ (x) > 0 ⇔ x > 1 donc x ≡ 1 est un mi-
nimum global pour la fonction g.
Etude de x → m(x) et de x → m′ (x)
Remarquons que m(1) > 0 puisque m(x) > 0 ⇔ Dg(x θD ) > g(x).
Par conse´quent m(1) > 0 ⇔ Dg( θD ) > g(1) = 0 , ce qui est vrai par construc-
tion puisque g est une fonction positive pour tout x.
De meˆme, on montre que m(Dθ ) < 0 .
Par conse´quent on en de´duit qu’il existe au moins une racine de m(x) = 0 dans
l’intervalle x ∈ ]Dθ ; 1[ .
Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 11 que cette racine est unique.
Lemme 11.
Il existe une unique racine de l’e´quation m(x) = 0 dans l’intervalle x ∈ ]Dθ ; 1[
note´e x∗0 et donne´e par l’expression suivante : x
∗
0 ≡ θ−1+(θ−1)/
√
D
(θ2/D−1)
Preuve du Lemme 11.
En partant des e´quations 0.4 et 0.5 et apre`s calcul on obtient les expressions sui-
vantes :
m(x) =
a
2
{[
θ2
D
− 1
]
x2 + 2 (1− θ)x+D − 1
}
(0.6)
et m
′
(x) = a
(
θ2
D − 1
)
x+ a (1− θ)
Par conse´quent, on a m
′
(x) > 0 ⇔ x > x∗1 ≡ θ−1θ2
D −1
. Ainsi m est une fonc-
tion croissante de x ⇔ x > x∗1 . De plus on montre que x∗1 < Dθ < 1 .
On en de´duit qu’il existe une unique racine de m(x) = 0 pour x ∈ ]Dθ ; 1[, et
la re´solution de m(x) = 0 avec m(x) donne´e par l’e´quation 0.6 donne l’expression
de x00.

En utilisant les re´sultats du Lemme 10 et du Lemme 11 expose´s ci-dessus, et en
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posant H∗0 ≡ Dθ kx∗0 avec x
∗
0 de´ﬁni explicitement par x
∗
0 ≡ θ−1+(θ−1)/
√
D
(θ2/D−1) , on obtient
H∗0 =
k
1+ξ∗ avec ξ
∗ ≡ ( θDx∗0 − 1) = (θ/D−1)(θ2/D−1) (θ/√D − 1).
On en de´duit le re´sultat suivant :
Pour HT ∈
]
kD
θ ;H
∗
0
[
, on a L(y∗1) > L(y∗2) et par conse´quent y∗1 est le maxi-
mum global cherche´ ;
Pour HT ∈ ]H∗0 ; k[ , on a L(y∗1) < L(y∗2) et par conse´quent y∗2 est le maximum
global cherche´.
Or comme par ailleurs, pour HT ∈
]
k
1+ξ ;
kD
θ
]
, y∗1 est le maximum global et, pour
HT ∈ [k; +∞[, y∗2 est le maximum global, on en de´duit, dans les deux cas, que
l’expression de la richesse terminale optimale est celle du second cas expose´ dans le
the´ore`me 9.
C.Q.F.D.
Cas 3: cas 1  D < θ et 0 < ξ ≡ 1−ρa <
(
θ
D − 1
)
19
Dans ce cas on a kDθ <
k
1+ξ et
k
1+ξ < k car par hypothe`se ξ > 0
(1) Pour HT  k
On a y∗1 = 0 et y
∗
2  0 et donc pour ces deux valeurs de y, on a L(y) ≡ u(θy)D − kHT y.
De plus, L
′
(y) = 0 ⇔ y = y∗2 et L
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗2 , par conse´quent y∗2
est le maximum global.
(2) Pour HT  kDθ
On a y∗2 = 0 et y
∗
1 = ρ−1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) ≡ u(y)− kHT y.
Par conse´quent L
′
(y) = 0 ⇔ y = a(1 − kHT ) et L
′
(y) < 0 ⇔ y > a(1 − kHT )
. On en de´duit avec a(1 − kHT )  y∗1 = ρ − 1 < y∗2 = 0 que L(y∗1) > L(y∗2) , i.e.
y∗1 = ρ− 1 est le maximum global cherche´.
(3) Pour kDθ < HT <
k
1+ξ
On a y∗1 = ρ − 1 < 0 et y∗2 > 0 et la fonction a` maximiser est pour Y ∗1 , resp.
pour Y ∗2 , donne´e par L(y
∗
1) = u(y
∗
1)− kHT y∗1 , resp. par L(y∗2) ≡
u(θy∗2)
D − kHT y∗2 .
Nous cherchons a` de´terminer la zone de valeur de HT ∈
]
kD
θ ;
k
1+ξ
[
pour laquelle
19. Niveau d’aversion, D plus faible que θ, le parame`tre d’incitation ﬁnancie`re et niveau e´leve´
de protection
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y∗1 est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de HT ∈
]
kD
θ ;
k
1+ξ
[
pour lequel
l’ine´quation L(y∗1) > L(y∗2) est ve´riﬁe´e.
Lemme 12.
∀HT ∈
]
kD
θ ;
k
1+ξ
[
ve´riﬁant L(y∗1) > L(y
∗
2) alors ∀y ∈
]
1 + ξ; θD
[
avec y ≡ kHT
et ξ ≡ 1−ρa > 0 ve´riﬁe l’ine´quation suivante :
l(y) ≡ 1
D
g(
D
θ
y) + (ρ− 1) y − u(ρ− 1) < 0 (0.7)
ou` on a pose´ g(x) ≡ u [I(x)]− x [I(x)] et re´ciproquement.
Preuve du Lemme 12.
En utilisant les expressions de y∗1 et y∗2 donne´es pre´ce´demment, on peut re´-e´crire
celles de L(y∗1) et de L(y
∗
2) de la manie`re suivante :
L(y∗2) =
1
Dg(
D
θ
k
HT
) et L(y∗1) = u (ρ− 1)− kHT (ρ− 1)
avec g(x) ≡ u [I(x)]− xI(x).
Posons y ≡ kHT on en de´duit que k1+ξ > HT > kDθ ⇔ θD > x > 1 + ξ et que
L(y∗1) > L(y
∗
2) ⇔ l(y) ≡ 1Dg(Dθ y) + (ρ− 1) y − u(ρ− 1) < 0

Nous allons maintenant montrer, dans le Lemme 13 qui suit, sous quelles conditions
il existe dans l’intervalle y ∈ ]1 + ξ; θD [ une racine a` l’e´quation l(y) = 0 et que, si
elle existe, cette racine est unique .
Lemme 13.
a) Il existe une unique racine de l’e´quation l(y) = 0 dans l’intervalle y ∈ ]1 + ξ; θD [
⇔ ξ ≡ 1−ρa < ξ∗ ≡
(θ/D−1)(θ/
√
D−1)
(θ2/D−1)
b) Si elle existe, cette racine, note´e y∗0 , est donne´e par l’expression suivante : y∗0 ≡
θ
D
[
1 + θξ −√(θ2 −D) ξ2 + 2 (θ −D) ξ]
Preuve du Lemme 13.
-Etude de x → g(x) et de x → g′ (x) :
Apre`s calcul on obtient les expressions suivantes :
g(x) =
a
2
(1− x)2 (0.8)
et g
′
(x) = a(x − 1) . On en de´duit que g(x)  0 ∀x et que g′ (x) > 0 ⇔ x > 1
donc x ≡ 1 est un minimum globale pour la fonction g
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-Signe de l( θD ) :
Montrons que l( θD ) < 0 ; en utilisant l’expression de l(y) donne´e par l’e´quation
0.7, on en de´duit que l( θD ) =
1
D g(1)+(ρ− 1) θD −u(ρ−1) = (ρ− 1) θD −u(ρ−1) =
(ρ− 1) ( θD − 1)+ 12a (ρ− 1)2
Donc l(x) < 0 ⇔ ( θD − 1) + 12a (ρ − 1) > 0 ⇔ ξ ≡ (1−ρ)a < 2 ( θD − 1), ce qui
est vrai puisque par hypothe`se ξ ≡ (1−ρ)a <
(
θ
D − 1
)
.
-Etude de la variation de l(y) :
En utilisant les e´quations 0.7 et 0.8 et apre`s calcul on obtient les expressions sui-
vantes pour la fonction y → l(y) et la fonction y → l′ (y) :
l(y) =
aD
2θ2
y2 +
[
(ρ− 1)− a
θ
]
y +
a
2D
− (ρ− 1) + 1
2a
(ρ− 1)2 (0.9)
et l
′
(y) = aDθ2 y +
[
(ρ− 1)− aθ
]
Par conse´quent, on a l
′
(y) > 0 ⇔ y < y∗1 ≡ θD − (ρ− 1) θ
2
AD >
θ
D > 1 + ξ > 1.
On en de´duit que l est une fonction de´croissante de y⇔ y < y∗1 et que
y∗1 >
θ
D > 1 + ξ > 1.
-Etude du signe de la fonction l(y) :
La re´solution de l(y) = 0, avec l(y) correspondant a` l’expression de 0.9, donne
celle de la racine y∗0 avec y∗0 < y∗1 :
y∗0 = y
∗
1 −
√
∆ θ
2
AD < y
∗
1 avec
∆ ≡
(
1− D
θ2
)
(1− ρ)2 + 2a
θ
(1− D
θ
) (1− ρ) (0.10)
et ∆ > 0 pour −ρ > 0.
Par conse´quent l(y) est une fonction positive pour y < y∗0 et ne´gative pour y∗0 <
y  θD avec y∗0 <
θ
D < y
∗
1 .
-Expression de la racine de l(y) :
Apre`s calculs en utilisant l’e´quation 0.10 et l’expression ξ ≡ 1−ρa , on en de´duit
que l’expression de y∗0 se re´-e´crit de la fac¸on suivante :
y∗0 ≡ θD
[
1 + θξ −√(θ2 −D) ξ2 + 2 (θ −D) ξ]
-Etude du signe de l(1 + ξ) :
En utilisant l’e´quation 0.7, on peut e´crire :
l(1 + ξ) = 1Dg(
D
θ (1 + ξ)) + (ρ− 1) (1 + ξ)− u(ρ− 1)
et avec g(x) ≡ u [I(x)]− xI(x) , on en de´duit que
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l(1 + ξ) = 1Dg(
D
θ (1 + ξ)) + (ρ− 1) (1 + ξ)− [g(1 + ξ) + (1 + ξ) (ρ− 1)] .
Par conse´quent, on a l(1 + ξ) = g(Dθ (1 + ξ))/D − g(1 + ξ) et en utilisant l’ex-
pression explicite de g donne´e par 0.8, on en de´duit apre`s calcul l’e´criture suivante
de l(1 + ξ) :
l(1 + ξ) = aD2θ2
{(
1− θ2/D) ξ2 + 2 (1− θ/D) ξ + (1− θ/D)2}
Par conse´quent la fonction ξ → l(1 + ξ) est un polynoˆme du second ordre dont
l’unique racine, pour ξ > 0 , a pour expression :
ξ∗ ≡ (θ/D−1)(θ/
√
D−1)
(θ2/D−1) > 0 .
De plus, on en de´duit l’expression de la fonction de´rive´e :
l
′
(1 + ξ) = aDθ2
{(
1− θ2/D) ξ + (1− θ/D)}
et donc, on a l
′
(1 + ξ) < 0 ⇔ ξ > ξ∗1 ≡ (1−θ/D)(θ2/D−1) < 0.
Ce qui implique que, pour ξ > 0, la fonction ξ → l(1 + ξ) est de´croissante.
Par conse´quent, la fonction ξ → l(1 + ξ) est positive pour ξ ∈ [0; ξ∗[ et ne´gative
pour ξ ∈ [ξ∗; θ/D − 1[ .
-Conclusion :
On en de´duit le re´sultat cherche´ :
-Pour ξ ∈ [0; ξ∗] , on a l(1 + ξ)  0 et l( θD ) < 0 et comme y → l(y) est une
fonction de´croissante de y sur
[
1 + ξ; θD
]
, alors il existe dans cet intervalle une
unique racine a` l’e´quation l(y) = 0 donne´e par l’expression :
y∗0 ≡ θD
[
1 + θξ −√(θ2 −D) ξ2 + 2 (θ −D) ξ] .
-Pour ξ ∈ ]ξ∗; θD − 1[ , on a l(1 + ξ) < 0 et l( θD ) < 0 et comme y → l(y) est une
fonction de´croissante de y sur
[
1 + ξ; θD
]
, alors il n’y a pas de racine a` l’e´quation
l(y) = 0 dans cet intervalle puisqu’on a l(y) < 0 ∀y ∈ [1 + ξ; θD ] .

En utilisant les re´sultats du Lemme 12 et du Lemme 13 expose´s ci-dessus, on en
de´duit le re´sultat suivant :
(a) Pour ξ ∈ ]0; ξ∗]
En posant H∗ ≡ ky∗0 avec y
∗
0 de´ﬁni par :
y∗0 ≡ θD
[
1 + θξ −√(θ2 −D) ξ2 + 2 (θ −D) ξ]
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on obtient H∗ ≡ kDθ
[
1 + θξ −√(θ2 −D) ξ2 + 2 (θ −D) ξ]−1 .
Pour HT ∈
]
kD
θ ;H
∗[, on a L(y∗1) > L(y∗2) et par conse´quent y∗1 ≡ ρ− 1
est le maximum global cherche´ ;
Pour HT ∈
]
H∗; k1+ξ
[
, on a L(y∗1) < L(y∗2) et par conse´quent y∗2 est le maxi-
mum global cherche´.
(b) Pour ξ ∈ ]ξ∗; θD − 1[
On a L(y∗1) > L(y
∗
2) et par conse´quent y
∗
1 ≡ ρ− 1 est le maximum global cherche´.
(4) Pour k1+ξ  HT < k
On a ρ − 1 < y∗1 < 0 et y∗2 > 0 et la fonction a` maximiser est pour Y ∗1 , resp.
pour Y ∗2 , donne´e par
L(y∗1) = u(y
∗
1)− kHT y∗1 , resp. par L(y∗2) ≡
u(θy∗2)
D − kHT y∗2 .
Or nous avons de´montre´ dans le cas 2 pre´ce´dent que, pour k > HT >
kD
θ d’une
part, les expressions de y∗1 < 0 et y
∗
2 > 0 sont identiques a` celles du cas traite´ et
que, d’autre part, inde´pendamment de la valeur conside´re´e pour ξ ≡ 1−ρa > 0 , le
re´sultat suivant est ve´riﬁe´ :
Pour HT ∈
]
kD
θ ;H
∗
0
[
, on a L(y∗1) > L(y
∗
2) et par conse´quent y
∗
1 est le maxi-
mum global cherche´ ;
Pour HT ∈ ]H∗0 ; k[ , on a L(y∗1) < L(y∗2) et par conse´quent y∗2 est le maximum
global cherche´.
avec H∗0 ≡ k1+ξ∗ ou ξ∗ ≡ (θ/D−1)(θ2/D−1)
(
θ/
√
D − 1
)
> 0
Puisque k1+ξ >
kD
θ , il en re´sulte que, dans le cas pre´sent, les deux sous-cas suivants
sont possibles :
-Ou bien H∗ ≡ k1+ξ > H∗0 ≡ k1+ξ∗ ⇔ ξ ∈ ]0; ξ∗] et dans ce cas, ∀HT ∈ [H∗; k[
, on a L(y∗1) < L(y
∗
2) et par conse´quent y
∗
2 est le maximum global cherche´.
-Ou bien H∗ < H∗0 ⇔ ξ ∈
]
ξ∗; θD − 1
[
et dans ce cas, on a le re´sultat suivant :
Pour HT ∈ ]k;H∗0 [ , on a L(y∗1) > L(y∗2) et par conse´quent y∗1 est le maximum
global cherche´ ;
Pour HT ∈ ]H∗0 ;H∗] , on a L(y∗1) < L(y∗2) et par conse´quent y∗2 est le maximum
global cherche´.
On en de´duit que l’expression de la richesse terminale optimale pour l’asset manager
dans le cas 3 ou` 1  D < θ et 0 < ξ ≡ 1−ρa <
(
θ
D − 1
)
est ou bien l’expression
(2) du the´ore`me 9 si ξ ∈ ]ξ∗; θD − 1[ , ou bien l’expression (3) du the´ore`me 9 si
ξ ∈ ]0; ξ∗] .
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
Preuve de la conse´quence ??. On obtient le re´sultat cherche´ par applica-
tion directe du the´ore`me 9.

Preuve des proprie´te´s 35 et 36. On en de´duit, de l’expression donne´e dans
le the´ore`me 9, que la strate´gie optimale peut se de´composer comme une combinai-
son de plusieurs positions optionnelles e´le´mentaires. En conside´rant l’espe´rance par
rapport au temps t de Y ∗T , on trouve l’expression donne´e dans la proprie´te´ 35 pour
Y ∗t .
L’expression de la proprie´te´ 36 s’obtient par application directe du lemme d’Itoˆ
en partant de l’expression de la proprie´te´ 35.

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